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Introduccion

El presente trabajo se enmarca en la modalidad de Proyecto de Graduacion para optar por el

grado de Licenciatura en la Ensefianza de la Matematica.

El Proyecto de Graduacion consideré la planificacion y elaboracion de una propuesta
didactica, utilizando las pautas del Analisis de Contenido, el Anélisis Cognitivo y el Analisis
de Instruccion, para los temas de matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales
del curso MAC411 Algebra Lineal. Como parte de la Propuesta Didactica se elabord un
material que contempla la teoria, ejercicios y la utilizacion de cinco videos tutoriales para la
utilizacion del software RStudio en la solucion de ejercicios y problemas de los temas de
matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales. Dichos videos, fueron disefiados

con el proposito de facilitar la ejemplificacion de su utilizacion en los temas abordados.

Las problemadticas surgidas por la pandemia del COVID-19, nos da evidencia que las
Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion (TIC), juegan un papel importante en la
educacion, debido a su utilidad y su utilizacion masiva de medios digitales y tecnologicos

para la ensefianza.

El curso MAC411 Algebra Lineal forma parte del actual plan de estudio de Bachillerato en
la Ensefianza de la Matematica de la Universidad Nacional (UNA) que aborda el desarrollo
del enfoque por competencias y establece el desarrollo competencias generales, matematicas,
didactico-matemadticas y pedagdgicas en las distintas areas disciplinares de la carrera

(Escuela de Matematica UNA, 2017).

Por otro lado, el Andlisis de Contenido, el Analisis Cognitivo y el Analisis de Instruccion
forman parte del Andlisis Didactico y consisten en una metodologia para el disefio y
validacion de unidades o propuestas didacticas para la ensefianza de la matematica. Para la
construccion de propuestas didéacticas por medio del Andlisis Didéactico se buscaron
referencias sobre los temas seleccionados para la clasificacion de términos, definiciones y

teoria y luego se establecio relaciones entre los temas.

Ademés, se consideraron los posibles errores o dificultades en el aprendizaje de los temas de

matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales, seglin los estudios de referencia.



De esta manera el analisis justifica la seleccion de ejercicios o actividades para la propuesta

didactica.

La propuesta didactica abordara la utilizacion de videos tutoriales para la puesta en practica
del software R (R Core Team, 2017), como recurso para la solucion de ejercicios y
problemas. El software R es un entorno de programacion estadistica de licencia libre y
multiplataforma, que posee un entorno de desarrollo llamado RStudio (RStudio Team, 2020)
y facilita la utilizacion de R. Se selecciond este software por tener esas caracteristicas, ademas
de poseer una gran cantidad de paquetes y funciones que pueden aplicarse a la resolucion de

ejercicios y problemas en diversos temas de matematica aplicada y estadistica.

Se disefiaron cinco videos tutoriales y cada uno no supera diez minutos de duraciéon. En los
videos se explica la utilizacion de R, RStudio y la funcionalidad de los paquetes y comandos

de R para la solucidn de ejercicios practicos y aplicados de los temas de propuestos.

Para este Proyecto se establecidé como objetivo la revision de cada video y la Propuesta
Didéctica final, por medio de juicio de expertos. Los expertos considerados fueron profesores
que impartieran cualquier curso de algebra lineal al nivel universitario en Universidades

Publicas de Costa Rica.
El trabajo escrito del Proyecto de Graduacion, se desarrolla en los siguientes capitulos:

e (apitulo I: Se detalla el planteamiento del problema del Proyecto de Graduacion, el
cual consiste en el disefio de como disefiar Propuesta Didactica y se proponen los
objetivos de este estudio.

e (apitulo II: Se mencionan los antecedentes de estudio. Se detalla el marco teérico y
contempla teoria relacionada al enfoque curricular del enfoque por competencias, la
implementacion de las TIC en educacion y la metodologia de anélisis de contenido.

e Capitulo III: Se plantea la metodologia de estudio y los pasos a seguir para el disefio
de la Propuesta Didactica, el disefio de videos tutoriales y su evaluacion.

e Capitulo IV: Se exponen los resultados y andlisis, los cuales contemplan cuatro
subapartados, que corresponden:

1. Anélisis de contenido, el cual se indago literatura de Algebra Lineal y de los

componentes curriculares del plan de estudio de la carrera Ensefianza de la



Matematicas de la Universidad Nacional y el Plan de estudio de Matematicas
de educacion secundaria del Ministerio de educacion (MEP).

2. Se detalla el Andlisis Fenomenoldgico en el cual se describe el analisis
cognitivo.

3. Se describe en andlisis de instruccion que corresponde a la descripcion de
actividades planteadas en la propuesta didéctica

4. Diseno de videos y evaluacion.

e (apitulo V: Se presentan las conclusiones y recomendaciones derivadas de este

trabajo



Capitulo I: Planteamiento del problema

En este capitulo, se plantaron los argumentos que justifican el desarrollo y el propodsito del
Trabajo Final de Graduacion, el cual, consistio en la planificacion y elaboracién de una
propuesta didactica, apegada al programa del curso MAC411 Algebra lineal del plan de
estudio de la carrera Bachillerato y Licenciatura en la Ensefianza de la Matematica (BLEM-
2017) de la Universidad Nacional (UNA). Como parte de la propuesta, se disefiaron cinco
videos tutoriales, para enfatizar la utilizacion del software R como recurso didactico para la
ensefnanza, por medio de la resolucion de problemas y ejercicios practicos de los temas de
matrices, sistemas de ecuaciones y determinantes en algunas actividades de la propuesta

didéctica.
1.1. PROBLEMA DE INVESTIGACION

Para el Proyecto de Graduacion se plante6d la siguiente pregunta: ;Como planificar la
ensenanza de los temas de matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales y el
disefio de videos tutoriales para la manipulacion del software R basados en la resolucion de

problemas para el curso MAC411 Algebra lineal del programa BLEM-2017 de la UNA?
1.2.  JUSTIFICACION

En el afio 2012, el Ministerio de Educacion Publica de Costa Rica (MEP), implement6 un
plan de estudio para la educacion matematica en los niveles de educacién primaria,
secundaria y educacion diversificada, en el cual se fomenta un curriculo basado en el
desarrollo por habilidades. El MEP adopta las definiciones de competencias y competencias
matematicas del Programa Internacional de Evaluacion de los Aprendizajes (PISA) para el
desarrollo de habilidades, las cuales se establecen como (MEP, 2012, p. 23):

Competencia

(...) la capacidad de los alumnos para aplicar conocimientos y habilidades, y para

analizar, razonar y comunicarse con eficiencia cuando plantean, resuelven e interpretan

problemas relacionados con distintas situaciones.

Se mide de un modo continuo, no como algo que una persona tiene o no tiene. (...) el

caracter variable es un rasgo fundamental. Una persona instruida posee varias

capacidades, y no existe ningun limite claro entre alguien que es totalmente competente

y alguien que no lo es (OECD, 2005, p. 23).



Competencia matematica

(...) una capacidad del individuo para formular, emplear e interpretar las matematicas
en una variedad de contextos. Incluye razonar matematicamente y usar conceptos,
procedimientos, hechos y herramientas para describir, explicar y predecir fenémenos.
Ayuda a los individuos a reconocer el papel de las matematicas en el mundo y hacer
prejuicios bien fundamentados y decisiones necesarias para ciudadanos constructivos,

comprometidos y reflexivos (OECD, 2010a, p. 4).

El desarrollo de los temas en el Plan de Estudio se da por medio de habilidades que se sugiere
desarrollar por medio de actividades que contemplen: la contextualizacion de problemas
matematicos, la modelizacién matematica, el abordaje de problemas con diferentes niveles
de dificultad y el uso de tecnologias (MEP, 2012).

Enel 2017, la Escuela de Matematica de la UNA, implemento un plan de estudio en la carrera
Bachillerato y Licenciatura en la Ensefianza de la Matematica (BLEM-2017) que establece
el desarrollo de competencias en las areas de pedagogia, matematica y didactica de la

matematica (Escuela de Matematica UNA, 2017).

Con respecto al curso MAC411 Algebra lineal este forma parte del III nivel del plan de
estudios BLEM-2017 (Escuela de Matematica UNA, 2017) y fue impartido por primera vez
en el II ciclo de 2019 (julio-noviembre de 2019).

Dicho curso se imparte en modalidad semestral y se puede considera un curso reciente, por
su enfoque de impartirlo, por ello, es de suma importancia la creacion de recursos que puedan
servir como apoyo en la planificacioén de lecciones por parte de los docentes que imparten el

curso.

Se selecciond el Curso MAC411 Algebra Lineal el desarrollo de la Propuesta Didactica,
debido a la importancia que tiene la materia en la aplicacion de ejercicios en diversas areas
y en la dificultad de calculos en procedimientos que requieren utilizar matrices y sistemas de

ecuaciones lineales de gran tamafio.

Por su parte, Lineal Carranza, Andino y Baracco (2009) mencionan en cuanto la materia de

Algebra que



se debe capacitar a los alumnos para que sean capaces de relacionar los conocimientos
matematicos y las habilidades adquiridas con las situaciones presentadas para poder

saber usar las matematicas en fines practicos (p.242)

En cuanto a la formacion de inicial de docentes en matematicas, la familiarizacion de

problemas de diversas areas es de suma importancia, para su quehacer futuro.

Adicionalmente, investigaciones evidencia la necesidad de desarrollo de materiales
provechosos para impartir la materia, Gonzales (2014) menciona que “las diversas
dificultades que tienen los estudiantes en el aprendizaje del Algebra y la urgente necesidad
de establecer cambios revolucionarios en las metodologias de ensefianza usadas por los

docentes™ (p. 960).

El desarrollo de los temas de matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales en
Algebra Lineal es el punto de partida del curso de Algebra Lineal, Lopez (2010) establece la
necesidad de que la mayor parte de los problemas en la vida cotidiana pueden plantearse por

medio de ecuaciones lineales y ser resueltos con sistemas de ecuaciones lineales.

Para el desarrollo de la Propuesta Didéctica también se tiene que considerar la utilizacion de
software para evitar procedimientos largos, en el caso de las operaciones con matrices de
gran tamafo, Valencia (2021) recomienda los siguientes puntos para el desarrollo de

propuesta en Algebra Lineal:

Fomentar la ensefianza de la Matematica a través de herramientas tecnologicas y de
software que sean con licencia de codigo abierto, puesto que, al no ser asi, no estaria al
alcance de todos los estudiantes (p. 132).
Considerando que hoy en dia el avance de las tecnologias de la comunicacion y la
exigencia de una mayor productividad, demandan capacitar a los docentes de
Matematica sobre el manejo de herramientas tecnologicas de licencia libre como apoyo
en la ensefianza de la asignatura (p. 133).
Ademas, entre los objetivos especificos establecidos para este plan de formacién destaca la
implementacidn de recursos tecnoldgicos para la mejora de los procesos educativos (Escuela
de Matematica UNA, 2017), por lo cual, se necesitan incorporar metodologias de ensenanza

que hagan uso de tecnologias de la informacion y comunicacion (TIC) como software,



calculadoras, Internet, entre otros. De esta manera, al propiciar el uso de TIC en las lecciones,
se estaria acudiendo al desarrollo de un eje curricular establecido en el plan de BLEM-2017,

ademas, desarrollar competencias que ocupan los profesores en formacion inicial.

En cuanto la utilizacion de software en Algebra Lineal, Morales en el 2008, citado por
Rosales(2010) afirma que:
El uso de un software matematico como herramienta computacional en cursos de
Algebra Lineal favorece notablemente los procesos de ensefianza y aprendizaje, ya que
permite que el alumno manipule los objetos matematicos, formule conjeturas sobre las
propiedades que los caracterizan y las valide o rechace a medida que avanza en su
exploracion, de este modo es el estudiante quien descubre, apropiandose asi del

conocimiento, lo que lo lleva a un aprendizaje significativo (p. 60).

Por ello, se acude a la utilizacion de algin software que permita la manipulacion de matrices,
vectores y la verificacion de propiedades y teoremas. Aunque el software R se especializa en
estadistica, se puede utilizar para la ensefianza del Algebra Lineal, pues posee las siguientes

caracteristicas:

* Licencia libre y multiplataforma (R Core Team, 2017).

* Funciona como calculadora, evitando procedimientos tediosos (Galindo, 2017).

* Trabajar con datos y muchas variables (Galindo, 2017).

* Fomenta la reflexion y el andlisis critico (Galindo, 2017), por medio de la
interpretacion de resultados.

* Posee paquetes especializados para la solucion de ejercicios y problemas de matrices,
determinantes y sistemas de ecuaciones lineales.

* El software R, posee ayuda de como utilizar los paquetes con ejemplos.

Ademas, el software R posee una gran variedad de guias, libros y videos tutoriales para su
utilizacioén, como ejemplo se encuentra la pagina de cursos en linea Data Camp (Data Camp,
2022), la cual posee cursos relacionados con la manipulacion y visualizacion de datos por

medio de la utilizaciéon de funciones y paquetes.

Por otro lado, el software R posee funciones propias de matrices, por ejemplo, la solucion de
sistemas de ecuaciones lineales, calculo de inversas y determinantes, y mas utilidades

practicas para la ensefianza del Algebra Lineal.



Entre los paquetes de R, para la ensefianza de Algebra Lineal se encuentran:

matlib es un paquete especializado para la ensefianza de Algebra Lineal y Estadistica
Multivariada. Posee funciones para calcular la adjunta de una matriz, angulo entre
dos vectores, operaciones elementales de filas, método de eliminaciéon gaussiana,
cofactor, determinantes, inversa de una matriz, rango de matrices, potencias de
matrices cuadradas, solucion de sistemas de ecuaciones lineales, graficas de rectas y
planos. Ademas, este paquete permite visualizar la solucion detallada en funciones
como eliminacion gaussiana, determinantes e inversa de una matriz y también se
puede generar el codigo de los procedimientos para utilizarlo en digitacion LaTeX.
Este paquete solamente puede utilizar matrices y vectores con valores conocidas
(Friendly, Fox, Chalmers, Monette y Sanchez, 2018).

MASS es un paquete para temas estadisticos, pero posee una funcion para visualizar
los resultados en forma de fraccion, la cual es importante para el tema de operaciones
con matrices (Ripley et al., 2018).

R.matlab el cual le permite a R trabajar con archivos de MatLaB (Bengtsson, Jacobson
y Riedy, 2018).

Rsympy es un interfaz de sympy (libreria de Python) para utilizar desde R. sympy es
un leguaje algebraico computacional que permite trabajar con variables, por lo cual
se pueden ver temas como solucion de ecuaciones lineales, determinantes, resolver

limites, derivadas de funciones, entre otros (Grothendieck y Gil, 2015).

Otra utilidad del software R, es su utilizacion en investigaciones basadas en analisis

estadisticos.

A través de esta herramienta, el estudiante puede poner en practica comandos basicos que

son necesarios para aprender a utilizar otras funciones de R. De esta manera, se estaria

familiarizando a los estudiantes con el uso introductorio de herramientas que pueden ser

utilizadas en futuras investigaciones. Ademas, de la docencia, los ejes curriculares del nivel

de bachillerato que contempla la investigacion en el programa BLEM-2017 (Escuela de

Matematica UNA, 2017).

La utilizacion de videos tutoriales resulta apropiada para los procesos de ensefianza

aprendizaje, pues permite la manipulacion de los tiempos del video y la posibilidad de repetir



el video cuantas veces se desea (Valarde, Dehesa, Lopez y Marquez, 2017). Igualmente,
explicar procedimientos detallados de determinada temdtica o area en particular y que por su
naturaleza tienen un alto alcance en Internet. Sin embargo, esto también conlleva una
problemadtica, pues, aunque en Internet se encuentran disponibles una gran cantidad de videos
tutoriales, muchos de ellos son realizados por personas inexpertas y no necesariamente se

construyen con un propdésito pedagdgico (Rodriguez, Moreno y Trigos, 2016).

Por los cambios metodolégicos y curriculares de la carrera Ensefianza de la Matematica de
la Universidad Nacional, que consiste en la implementacion de desarrollo de competencias y
los avances tecnologicos, que se encuentran en constante cambio, se considerd importante
para la elaboracion del Proyecto de Graduacion, la creacion de diversas actividades para la
ensefianza de la matematica, mediante el uso de tecnologias. Esto por las habilidades que se
desarrollan que contemplan el desarrollo de competencias, y que, particularmente deriva en
un interés por el disefio de una propuesta didactica que implemente la utilizacién de R en la
enseflanza del Algebra Lineal, en los procesos de formacién inicial de profesores de

matematica.
1.3. OBJETIVO GENERAL

Elaborar una propuesta didactica que posea actividades para el uso de videos tutoriales que
traten el uso del software R como un apoyo para la ensefianza de los temas de matrices,
determinantes y sistemas de ecuaciones lineales en el curso MAC411 Algebra lineal de la

carrera Bachillerato en la Ensefianza de la Matematica de la Universidad Nacional.
14. OBJETIVOS ESPECIFICOS

1) Revisar libros de texto o cualquier otro material de Algebra Lineal para la elaboracién
del Anadlisis de Contenido en los temas de matrices, determinantes y sistemas de
ecuaciones lineales segun las especificaciones establecidas en el BLEM-2017 para el
curso MAC411 Algebra Lineal.

2) Establecer objetivos para la ensenanza de los temas de matrices, determinantes y
sistemas de ecuaciones lineales del curso MAC411 Algebra Lineal, para la
elaboracion del Analisis de Contenido, enfatizando el desarrollo de competencias

establecidas en el BLEM-2017.



3)

4)

5)

6)

7)

Describir errores o limitaciones en el aprendizaje de los temas de matrices,
determinantes y sistemas de ecuaciones lineales, por medio de la consulta de material
o investigaciones relacionados a los temas de la propuesta para el Analisis
Fenomenolégico.

Seleccionar problemas y ejercicios de los temas de matrices, determinantes y sistemas
de ecuaciones lineales para la elaboracion del Andlisis de Instruccion e incluir las
actividades en la propuesta didactica.

Seleccionar ejercicios para la ensefianza de los temas de matrices, sistemas de
ecuaciones lineales y determinante en el curso MAC411 Algebra Lineal que
posibiliten el uso del entorno estadistico R para su resolucion.

Crear videos tutoriales, que muestren el uso del entorno estadistico R para la
resolucion de los ejercicios seleccionados sobre los temas de matrices, sistemas de
ecuaciones lineales y determinantes en el curso MAC411 Algebra Lineal.

Validar la funcionalidad y calidad técnica de los videos tutoriales disefiados a partir
del criterio de expertos, para la elaboracion de una version mejorada de los videos

tutoriales en cuanto al contenido tematico, visual, auditivo y estético.
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Capitulo I1: Marco teérico
2.1. ANTECEDENTES DEL ESTUDIO

En este apartado, se destacan algunos trabajos realizados en las tematicas de la ensefianza del
Algebra Lineal, utilizando las TIC’s, la utilizacién de R y RStudio en el ambito de formacion
inicial de profesores de matematicas, su utilizacién en carreras no relacionadas con la
ensefanza y la realizacion de videos adaptados a la ensefianza, los cuales son de interés para

la propuesta del proyecto.

2.1.1 Propuestas dirigidas a profesores de matematicas en formacion inicial

Por su parte, Paredes, Iglesias y Ortiz (2009), realizaron una investigacion con profesores en
formacion inicial de matematica, enfatizando la utilizacion de software Derive, por medio de
diez sesiones de trabajo, en las cuales se desarrollaron la introduccion de preliminares, el uso
del software Derive, la resolucion de problemas y el disefio de actividades didécticas; todas
estas para los temas de matrices, sistemas de ecuaciones lineales, vectores en planos y el

espacio.

En el estudio de Paredes et al. (2009) comentan que los participantes implementan la
aplicacion de modelacion, utilizacion de DERIVE, permitiendo la exploracion de los
problemas plantados por medio de gréaficas o célculos de ecuaciones y sistemas de

ecuaciones.

Ademas, Paredes et al. (2009) acuden a que los profesores en formacion inicial de
mateméticas que participaron del taller opinan que los problemas y ejercicios de Algebra
Lineal deben ser “creativos que guarden relacion con el entorno de los alumnos, para asi

incrementar su motivacion a la hora de resolverlos™ (p. 99).

Paredes et al. (2009), reconocieron que en las secciones de trabajo se desarrollaron cuatro
formas para solucionar los problemas propuestos que comprenden el uso del software Derive
y la modelizacion de problemas planteados, la utilizacién del software para graficar, la

utilizacion del software sin graficar y la solucion sin utilizar software.

Vergara, Avilés y Romero (2016) abarcaron la integracion del software MatLab como
complemento de clases en el curso de Algebra Lineal. MatLab (Cleve Moler, 2018) es un

software de licencia comercial y utilizado en matematica. Los autores consideraron la
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aplicacion de la propuesta a un grupo de estudiantes de licenciatura y profesores de
matematicas que impartieron el curso Algebra Lineal durante los wltimos cinco afios en el
momento del estudio con el objetivo de mejorarla y asi poder aplicarla a los grupos de
estudiantes del I y Il periodo del 2013 y 2014, del programa de Licenciatura en Matematicas

de la Universidad del Atlantico de Barranquilla Colombia.

Entre los resultados del estudio de Vergara, Avilés y Romero (2016), se encuentra que un
100% de los participantes indica que realiza alguna estrategia didactica diferente a la
magistral para impartir las lecciones de Algebra Lineal y que 60% se encuentra dispuesto a
utilizar algin software. En cuanto a la resolucion de ejercicios un 66% de los participantes

acude que no maneja adecuadamente la materia y se les dificulta la solucion.

2.1.2. Propuestas dirigidas a la formacion de profesionales que requieren del Algebra
Lineal

Rosales (2012) realiz6 una propuesta para implementar el software Scilab version 5.3.0, en
los temas de matrices y sistemas de ecuaciones lineales, en una poblacion de estudiantes de
ciencias e ingenieria. Scilab (INRIA, 2017) es un software de licencia libre utilizado para el
calculo numérico. Rosales (2012) utilizo una metodologia cuantitativa y cualitativa para
elaborar el estudio. En cuanto la metodologia cuantitativa el autor analizo los promedios
obtenidos en un grupo de estudiantes que realizaron dos pruebas, una consistia en dar la
solucion de ejercicios de forma tradicional; utilizando 1apiz y papel; y la segunda desarrollada
a través de la utilizacién del software, esto para comprobar estadisticamente si existen

diferencias en los promedios de las pruebas.

Asimismo, Rosales (2012) acudi6 a la evaluacion de las propuestas disenadas por parte de

profesores para destacar los puntos positivos y mejorar las actividades dentro de la propuesta.

Entre los resultados mas relevantes para el estudio, obtenidos por Rosales (2012), se
encuentran que la utilizacion del software Scilab 5.3.0, produjo mejoras en los promedios de
las pruebas, con respecto a los promedios que utilizaban la forma tradicional. Ademas,
produjo una mayor motivacion en los participantes. El autor recomienda el desarrollo de la
propuesta por medio de dos fases: la primera de forma tradicional y la segunda de la

utilizacion de la computadora.
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Por su parte, Vilchez (2015a) elabor¢ el paquete VilGebra para el software Mathematica, que

es utilizado en diversas ramas de las matematicas y su licencia es comercial (Wolfram, 2018).

Vilchez (2015a) proporciona una propuesta para la solucion de varios ejercicios de Algebra
Lineal, enfatizando la utilizacion en el campo de ingenierias y su trabajo sirve de ayuda para
la utilizacion de la herramienta. Ademas, Vilchez (2015b) realizd6 un estudio sobre la
aplicacion del paquete VilGebra en un grupo de estudiantes conformado por estudiantes de
la carrera de Ingenieria en Sistema de Informacion de la Universidad Nacional, Ingenieria
Industrial e Ingenieria Mecanica de la Universidad de Costa Rica. El estudio arroj6 resultados
positivos con respecto a la percepcion de los estudiantes, al utilizar el paquete para la
enseflanza y aprendizaje del Algebra Lineal, de los cuales se destaca un 87.5% de los
participantes considera mejoria en el aprendizaje, un 85% en la ensefianza de los temas de

Algebra Lineal y un 95% considera favorable utilizar VilGebra.

Los trabajos de Rosales (2012), Paredes, Iglesias y Ortiz (2009), Vergara, et al. (2016) y
Vilchez (2015a,2015b), desarrollan algunos temas de Algebra Lineal por medio de la
utilizacion de software, por la necesidad de implementar procesos que resulten utiles para la
resolucion de ejercicios practicos, acortando algunos procedimientos que resultan ser largos
y pocos ttiles en cuanto a contenido. Ademas, se utilizan por la necesidad de verificar las

respuestas de algunos problemas.

2.1.3. Relacion de antecedentes con el disefio de la Propuesta Didactica

De las investigaciones se rescata la utilidad del uso de software para agilizar el calculo de
procedimientos algoritmicos, lo que permite concentrarse en los conceptos y discusion de
errores a la hora de interpretar y aplicar los procedimientos como lo menciona Vergara et al.,

2016 en su estudio.

Es importante la adaptacion o creacion de problemas y ejercicios que puedan ser resueltos
con software y con procedimiento matematico. Autores como Rosales (2012) y Paredes et al.

(2009), destacan la utilizacion de software como motivacién a la materia de Algebra Lineal.

Aunado a eso, el desarrollo inicial de la propuesta debe considerar un apartado para la
utilizaciéon y manejo de comando del software R, por la importancia de familiarizar a los
participantes con el software, para luego pasar con la fase de resolucion de problemas, como

lo propone Paredes et al., 2009.

13



Cabe rescatar que existe bibliografia que suele utilizarse para los cursos de Algebra Lineal,
en los que se implementa algun tipo de software, como por ejemplo, Kolman y Hill (2006)
que desarrollan un capitulo de como utilizar MatLab y Lay (2013) que, ademas de desarrollar

Matlab complementario con la teoria, lo hace desde un enfoque por competencias.

2.2. Propuesta didactica
Segin Marquez et al. (2008), “la propuesta didactica plantea la construccién de practicas
educativas innovadoras para el abordaje de los contenidos con un énfasis ludico que faculte

al alumno para el autoaprendizaje” (p. 66).

Por ello, se entenderd propuesta didactica, para efectos de la elaboracion del trabajo de
graduacion, como un conjunto de actividades disefiadas por el docente que ahondo el
aprendizaje en el estudiantado de alglin tema, para lo cual pueda utilizar diversos recursos o

medio didacticos.

Como ejemplo de actividades en propuestas realizadas en otros cursos, para temas
relacionados con Algebra Lineal, es la propuesta por Oropeza y Lezama (2007). Esta consiste
en una serie de actividades para abordar los temas de dependencia e independencia lineal,

aplicada en la Facultad de Ingenieria de la UNAM, México.

Entre las actividades desarrolladas por Oropeza y Lezama (2007), se muestran como ejemplo,
las siguientes:

Actividad 2

Dadas las siguientes funciones {x + 1,1 — x, 2 — x}:

a) Determine si son linealmente dependientes o independientes utilizando el

Wronskiano.

b) Grafique y plantee una explicacion del porqué sucede la dependencia.

¢) ;/Es posible determinar graficamente su dependencia? (2007, p.35)

Actividad 3

Dados los siguientes polinomios 2x?+3, x?, 1.

a) Determine si son linealmente dependientes o independientes utilizando el

Wronskiano.

b) Grafique y plantee una explicacion del porqué sucede la dependencia.

¢) ¢Es posible determinar graficamente su dependencia?
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d) ;Qué sucederia con las respuestas anteriores si las funciones fueran 2x*+3, x?, 7?
(p.36, 2007)

Actividad 4

Dados los siguientes polinomios -2x?+x-4, x?-4x-4, 8x>-7x-4.

a) Determine si son linealmente dependientes o independientes.

b) Grafique y plantee una explicacion del porqué sucede la dependencia.

¢) ¢Es posible determinar graficamente su dependencia? (p. 37)

En esta propuesta, se dispone para que los participantes del estudio puedan utilizar

tecnologias para facilitar la solucion de los ejercicios.

Por su parte, Paredes, et al. (2009), desarrollan talleres de trabajo en los que se utilizan varios
métodos de solucion, como la utilizaciéon del software DERIVE, la modelacion y métodos
tradicionales. Un ejemplo de problema trabajado en las secciones desarrolladas estos autores

es la siguiente:

Problema 1

La Compaiiia Polflex fabrica tazas y platos de ceramica. Por cada taza o plato un
obrero utiliza una cantidad fija de material que introduce en una maquina moldeadora
de la cual sale la pieza seca y barnizada. En promedio un obrero necesita tres minutos
para resolver su parte del proceso con las tazas y dos minutos con los platos. El
material de una taza cuesta 25 Bs. y el material de un plato cuesta 20 Bs. ;Cuantas
piezas de cada tipo puede hacer un obrero en una jornada de trabajo de 8 horas si se

gastan exactamente 4300 Bs en materiales?

Otra propuesta en la que se desarrolla la utilizacion de software, es la de Rosales (2012), por
medio de la manipulacion de Scilab para verificar propiedades de matrices y solucionar

algunos problemas.

Verificacion propiedad 2 de linealidad

der(;::{; ;)=kdet(3 9

Solucion
-->a=rand(1); b=rand(1);,c=rand(1),d=rand(1);
-->k=rand (1); // La constante

15



-->A= [k*a c;k*b d], B=[a c; b d]
A =

0.1381904 0.5116910

0.1049162 0.4031415

B =

0.1670194 0.5116910

0.1268036 0.4031415

-->det(A), k*det(B)

ans =

0.0020256

ans =

0.0020256

// Note los dos valores finales iguales, verifica la segunda propiedad de linealidad de

los determinantes. (Rosales, 2012, p. 179)

Lay (2013) propone la elaboracion de actividades introductorias y su representacion, de la

teoria de los temas. Uno de los ejemplos propuestos por Lay (2013) es el siguiente:

Ejemplo 1: Suponga que una economia comprende las industrias carbonifera, eléctrica
ydel acero, y que la produccion de cada sector se distribuye entre los diversos sectores
como se muestra en la tabla 1: las entradas en una columna representan las partes
fraccionales de la produccion total de un sector industrial. La segunda columna de la
tabla 1, por ejemplo, dice que la produccion total del sector eléctrico se divide como
sigue: 40% a la industria del carbon. 50% a la del acero, y el restante 10% a la
industria eléctrica. (El sector eléctrico trata a este 10% como un gasto en el que se
incurre con la finalidad de operar su negocio). Como se deben considerar todas las
producciones, las fracciones decimales en cada columna deben sumar 1. Denote los
precios (es decir, valores en dolares) del total de las producciones anuales de los
sectores del carbon, eléctrico y del acero mediante pe, pe y ps, respectivamente. Si es
posible, encuentre los precios de equilibrio que hacen que los ingresos de cada sector

igualen a sus gastos. (Lay, 2013, pp. 53-54).
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Distribucion de la produccion por sectores

Del carbon Eléctrico De acero Comprada por

.0 4 .6 S. del carbon
.6 v 2 S. electrico
4 ») 2 S. de acero

En la misma linea de las investigaciones mencionadas, el presente estudio pretende proponer
actividades utilizando el software R y su entorno RStudio como recursos didacticos, para
poder facilitar el calculo procedimental y la comprension de conceptos relacionados con el

algebra lineal.

2.1.Analisis didactico

El Analisis Didactico es una metodologia de investigacion en la didactica de la matematica
y se encarga de justificar el disefio y evaluacion de unidades didacticas en educacion

matematica.

El Analisis Didéctico estd compuesto por cinco etapas de andlisis, las cuales corresponden a
Analisis de Contenido, Analisis Cognitivo, Andlisis de Instruccion, Analisis de Actuacion y
Analisis Evaluativo. El Analisis de Contenido, el Analisis Cognitivo y el Andlisis de

Instruccién corresponden a la etapa de diseno de la propuesta didactica (Lupiadez, 2013).

Con respecto a las etapas del andlisis, Rico y Fernandez (2013) resumen que el Analisis

Didactico:

Comienza por la revision histérica y epistemoldgica de los conceptos centrales
implicados en el texto, que se sintetiza en una red de significados de dichos conceptos.
Continuia con el andlisis del contenido matematico escolar correspondiente, que se
contempla con una sintesis que selecciona y organiza los conceptos y procedimientos
relevantes que articulan el tema matematico en estudio y determinan sus focos
prioritarios. Prosigue con un andlisis cognitivo centrado en el aprendizaje de tales
contenidos, que genera una sintesis sobre las expectativas de aprendizaje reconocibles
sobre el texto y establecidas segin dichos criterios, con los cuales organizan los
aprendizajes. Avanza con el analisis de instruccion, que, a su vez, produce una nueva

sintesis, que se expresa en la estructura final de la unidad didactica del tema cuyo
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estudio se contempla. Finalmente, un nuevo analisis sobre los modos de evaluacion de
la enseflanza y aprendizaje de los contenidos matematicos, dan paso a la sintesis
evaluadora del proceso. Las necesidades del analisis pueden simplificar el recorrido
del ciclo por supresion, ausencia o simplificacion de alguna de sus etapas; también
puede ser necesaria su reiteracion para profundizar en la interpretacion del texto o

documento en estudio. (p. 20)

Ademés, Lupiaiiez (2013) considera que “el anélisis didéactico tiene dos particularidades: es
especifico para cada tema de matematicas y se realiza para una planificacion de un tiempo
determinado de ensefianza sobre ese tema” (p. 82).

Para efectos de la elaboracion de la Propuesta Didactica, se menciona del Analisis Didactico

las etapas del Analisis de Contenido, Andlisis Fenomenoldgico y el Analisis de Instruccion.

2.2. Analisis de Contenido

En este analisis, Lupiafiez (2013) menciona que:
El profesor identifica, selecciona y organiza los significados de los conceptos y
procedimientos de un tema matematico que considera relevantes a efecto de su
planificacion como contenidos escolares aptos para la instruccion. La revision y

organizacion de los conceptos y procedimientos que conforman ese tema... (p. 82)

Segun Lupiafiez (2013) en el Analisis de Contenido, se seleccionan y revisan documentacion
o material sobre la tematica de estudio, para establecer y delimitar focos conceptuales. El
autor, menciona que los focos conceptuales ... consisten en agrupaciones especificas de
conceptos, procedimientos y relaciones, que adquieren importancia especial pues expresan,

organizan y resumen agrupamientos coherentes de los contenidos.” (p. 86)

La organizacion del Andlisis de Contenido se establece por medio de los sistemas de

representacion, fenomenologia y estructura conceptual (Goémez, 2002 y Lupiéiez, 2013)

Sistema de representacion: “Considera las diferentes maneras en las que se puede
representar el contenido y sus relaciones con otros conceptos y procedimientos.” (Lupiaiiez,
2013, p. 85). Ademas, Gomez (2002) propone tres dimensiones en los sistemas de
representacion, los cuales corresponden al desarrollo paralelo de “los conceptos, los sistemas

de representacion y las conexiones” (p. 267); entre los temas.
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Gomez (2002) establece que
La descripcion detallada de la estructura conceptual con base en los sistemas de
representacion permite identificar y delimitar las subestructuras matematicas que
conforman la estructura matemadtica representada. Algunas de esas subestructuras

pueden modelizar fendmenos sociales, naturales y matematicos. (p. 268)

Fenomenologia: “Considera los fendémenos (contexto, situaciones y problemas) que pueden
dar sentido al contenido considerado.” (Lupidiiez, 2013, p. 85). En este proceso se establecen
clasificaciones y descripciones de las relaciones existentes entre los fendmenos. (Gémez,

2002)

Estructura conceptual: “Considera las relaciones de los conceptos y procedimientos
implicados en el contenido estudiado, atendiendo tanto la estructura matematica de la que
forman parte, como la que configuran tales conceptos y procedimientos.” (Lupiafiez, 2013,

pp- 85-86).

Los resultados obtenidos del Andlisis de Contenido, sintetizan la informacion por medio de
un mapa conceptual, la cual muestra la relacion entre “las prioridades y nociones bésicas de

un tema de matematicas” (Lupiafiez, 2013, p.89).

2.3. Analisis cognitivo
En el analisis cognitivo se detectan y describen errores que pueden cometer el estudiante

(Gémez, 2002). Ademads, de las “limitaciones que pueden interferir con el aprendizaje”

(Lupiafiez, 2013, p.83).

Gomez (2002) menciona que:
El andlisis cognitivo de una estructura matematica es, por un lado, la identificacion,
descripcion y caracterizacion sistematica, detallada y fundamentada de las tareas
(relacionadas con dicha estructura matematica) que los escolares pueden resolver en
ese momento y de aquellas tareas que deberian poder abordar durante la sesion que se
esta planificando. El analisis cognitivo es también la identificacion, descripcion y
caracterizacion de los errores en los que los escolares pueden incurrir al abordar dichas
tareas, de las dificultades que subyacen a esos errores y de los obstaculos que es

necesario superar para resolver dichas dificultades. (p. 272)
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Por su parte, Lupiaiez (2013) afirma que el analisis cognitivo “permite al profesor llevar a
cabo una descripcion y un andlisis detallado de la problematica del aprendizaje de un tema

especifico de matemaéticas desde un punto de vista curricular y funcional” (p. 90).

Ademés, Lupiafiez (2013) propone tres procedimientos o pautas, para el andlisis cognitivo

que son:

Expectativas de Aprendizaje: Son “aquellas capacidades, competencias, conocimientos,
saberes, aptitudes, habilidades, técnicas, destrezas, habitos, valores, actitudes que, segin
diferentes instancias del curriculo, se espera que se logren, adquieran, desarrollen y utilicen

los estudiantes.” (p. 90)

Las competencias matematicas bésicas, establecidas por PISA en el 2012 y mencionadas por
Lupianiez (2013), son: Razonar y comunicar (RA), Comunicar (C), Matematizar (M),
Elaborar estrategia para resolver el problema (RP), Representar (R), Utilizar lenguaje,

simbologia formal y técnico, y las operaciones (LS), Usar herramientas matematicas (HM).

Por medio de una tabla (Tabla 1) se coloca una marca a los objetivos que logren desarrollar

las competencias establecidas (Lupiafiez, 2013).

Tabla 1: Objetivos especificos sobre la tematica en estudio y su contribucion al desarrollo de

competencias matematicas especificas

Competencias
Objetivos especificos RA  C M RP R LS HT
1. Objetivo especifico 1 * *
2. Objetivo especifico 2 * * *

Nota: Adaptado de Lupianiez (2013, p. 93)

Limitaciones de aprendizaje: “Se centra en los posibles errores y dificultades que pueden
surgir en el aprendizaje” (Lupiaiiez, 2013, p. 90). El autor establece, que “el error es la
manifestacion visible de una dificultad. El error es observable directamente en las

actuaciones escolares...” (p. 95)

20



Lupiafiez (2013) propone una tabla (Tabla 2) que resume los tipos de errores cometidos

relacionado con las dificultades.

Tabla 2: Dificultades, errores y objetivos relacionados con el estudio

Dificultades Errores

Descripcion de dificultad 1 Errores relacionados con las dificultades 1
El
E2
E3

Descripcion de dificultad 2 Errores relacionados con las dificultades 2
El
E2

Nota: Adaptado de Lupianez (2013, p. 96)

Oportunidad de aprendizaje: abarca la asignacion o disefio de tareas para la deteccion de
errores o dificultades de aprendizaje (Lupiafiez, 2013)
2.5.Analisis de Instruccion
Lupiafiez (2013) menciona que:
El andlisis de instruccion se centra en el disefio, seleccion y secuenciacion de las tareas
que conformaran la unidad didéactica que se esté planificando. También recoge aspectos

relativos a la gestion del aula, al empleo de materiales y recursos y a los criterios y

métodos de la evaluacion para la unidad. (p. 98)

Marin (2013) propone para la organizacion del analisis de instruccidn, la adecuacion de

tareas, el analisis de la complejidad tareas y la seleccion y organizacion de tareas.

Adecuacion de tareas: Luego de tener establecidos los objetivos de aprendizaje para la
propuesta, se buscan tareas en libros o material del tema, teniendo la posibilidad de adecuar

o disefar nuevas tareas. (Marin, 2013)
Marin (2013) propone dos procesos en esta etapa, los cuales corresponden a:
*  “Contenidos, representaciones y situaciones que intervienen en la redaccion y

resolucion de la tarea escolar” (p. 108).
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* “Demanda cognitiva de la tarea observada desde dos perspectivas complementarias:
objetivos especificos de la tarea escolar y competencias que se pueden activar” (p.

109).
Para la seleccionar las tareas, Marin (2013) sugiere establecer:

1. Criterios de adecuacion a los contenidos:

* Las tareas manejan contenidos de la estructura conceptual ya disefiada. El conjunto
de tareas seleccionadas estara equilibrado y no debe escorarse demasiado hacia el
contenido procedimental algoritmico.

* Las tareas involucran en su resolucion los diferentes sistemas de representacion
previstos.

2. Las tareas representan contexto y situaciones diferentes y complementarias.

3. Criterios de adecuacion a las expectativas de aprendizaje

* Las tareas estan asociadas a los objetivos de aprendizaje previsto con anterioridad.
La base de tareas seleccionadas estara equilibrada respecto a los objetivos.

» Las tareas asociadas a los objetivos de aprendizaje contribuyen realmente a activar
las competencias que se asociaron a los objetivos de aprendizaje en el analisis

cognitivo (p. 109).

Complejidad de tareas escolares: Marin (2013) menciona que la nocion de complejidad
tiene que ver con la dificultad que un estudiante experimenta durante la realizaciéon de una
tarea” (p. 111). En esta fase del Anaélisis de Instruccion, se clasifican tareas con los niveles
de complejidad que establece PISA, las cuales corresponden a la Reproduccion, Conexién y
Reflexion. En la tabla 3, se muestra la clasificacion de acciones segun el nivel de complejidad

propuesta por Marin (2013).
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Tabla 3: Acciones de Argumentar y Justificar segun nivel de complejidad

Accion/es Nivel de complejidad
Reproduccion Conexion Reflexion
Seguir Procesos Argumentos
Justificar cuantitativos matematicos
Elaborar estandar en encadenados de
enunciados, calculo  diferentes tipos
y resultados
Razonar Sin distinguir Distinguiendo entre

pruebas de otras

pruebas y otras

formas de formas de
argumentacion argumentar
simples

Tener sentido de la

(Qué puede pasar y

(Cuales son las

heuristica por qué? propiedades
(Qué sabemos y qué esenciales?
queremos saber? ({Como se
relacionan

diferentes objetivos?

Fuente: Marin ( 2013, pp. 111-112)

Seleccion y organizar de las tareas escolares: En esta fase se organizan las secciones de

clases e instrumentos evaluativos para la propuesta. (Marin, 2013)

Para organizar las tareas en secuencias de aprendizaje, Parceira (1996), citado por Marin,

(2013), formula una clasificacion para la secuencia de aprendizaje, que se implementan asi:

e Motivacidn inicial.
e Analisis de conocimientos previos.
e Desarrollo y aprendizaje de nuevos conocimientos.

e (Consolidacion de conocimientos adquiridos.
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Aplicacion de conocimientos, conexion entre conocimientos o aplicacion de
problemas relacionados con el entorno.

Asignacion de evaluacion (p. 124)

Asimismo, Marin (2013) plantea los siguientes criterios para la organizacion de tareas:

Proponer expectativas de a corto plazo.

Seleccionar contenidos de la estructura conceptual bien conectados, buscando la
produccion de significado.

Seleccionar tareas y combinarlas segiin complejidad, funcion didéactica o concepcion
del aprendizaje.

Planificar los recursos didacticos.

Tomar decisiones sobre otros factores que condicionan el escenario educativo:
interacciones y ayudas entre profesor y alumnos, agrupamientos, normas del aula que

afectan a la motivacion para la realizacion de la tarea (p. 117).

Para la seleccion de la evaluacion de aprendizaje, Marin (2013) propone dos focos

relacionados con los objetivos de aprendizaje, los cuales corresponden:

“Tomar decisiones coherentes para seleccionar las prioridades de aprendizaje a
evaluar teniendo en cuenta las expectativas planificadas, las instrucciones del
curriculo oficial en materia de evaluacion y las tareas propuestas para el aprendizaje™
(p. 116).

“Seleccionar y justificar tareas escolares para elaborar una prueba de evaluacion

escrita” (p. 117).

3. Resumen del Analisis Didactico para el diseiio de unidades didacticas

Gomez (2002) establece el siguiente resumen para la elaboracion de unidades que, en cuanto

al Analisis de Contenido, identifica:

Los conceptos y estructuras conceptuales por tratar.
Las representaciones de estos conceptos y estructuras conceptuales.
Las conexiones entre diversas representaciones de un mismo elemento de la

estructura conceptual.
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d. Las conexiones entre diferentes elementos en un mismo sistema de representacion,

los modelos involucrados (pp. 279-280).

En el andlisis cognitivo se determinan, segin Gomez (2002):
* Los significados que se pueden construir (hechos, conceptos y estructuras
conceptuales relacionados con los puntos a y b anteriores),
* Los procedimientos que se pueden desarrollar (destrezas, razonamientos y estrategias
relacionados con los puntos ¢, d y e),
* Los errores, las dificultades y los obstaculos que se pueden abordar (descritos en

términos de los significados y los procedimientos anteriores). (p.280)

En el analisis de instruccion Gomez (2002) identifica:
* Los procesos de modelizacion y de resolucion de problemas especificos a la
estructura matematica,

* Los materiales y recursos disponibles. (p.280)

2.6. Software R
Software R como herramienta en procesos formativos

El software estadistico R, funciona por medio de una consola que utiliza el lenguaje de
programacioén R, por ello el usuario debe saber ingresar funciones para trabajar con el
entorno. En la figura 1, se muestra un ejemplo de como utilizar la consola de R para realizar

una representacion grafica por medio de la funcion plot.
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Figura 1. Ejemplo de la utilizacion del software R para realizar un grafico.
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Nota: Elaboracion propia, 2022

Ademas, posee una variedad de funciones y paquetes que facilitan la utilizacion de métodos

estadisticos, en los que se requieren bases de datos con muchas variables y suelen ser usados

para actividades de investigacion.

El software R posee un entorno de desarrollo integrado el cual es amigable con el usuario,

llamado RStudio (figura 2) que facilita el manejo de comandos, funciones, importacion y

visualizacion de bases de datos, cargar e instalar paquetes y la codificacion de documentos

de formatos conocidos como *.doc y *.pdf.
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11 (Top Level) <

Console
elp.
Type 'q()' to quit R.
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Figura 2. Interfaz gréafico de RStudio.
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Nota: Elaboracion propia, 2022.
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Existen libros, guias, talleres fisicos y manuales de Internet donde se desarrollan aplicaciones

a la ensefianza de temas de matematica y para fines practicos del software R, como es el caso

del trabajo de Mora (2016), el cual corresponde a un articulo para la utilizacion de los

entornos R en métodos numéricos y sirve de guia para la utilizacion de R y RStudio. Para

ello, el autor utiliza funciones de R para programar rutinas y funciones, ademas, utiliza

paquetes como rbenchmark para comparar la velocidad de los procedimientos, Rcpp para

mejorar el rendimiento de las rutinas, entre otras.

Por su parte, Carmona y Subirana (2015) desarrollan un taller para la utilizacion del paquete

Shiny, la cual crea aplicaciones web interactivas para el usuario y permite la manipulacion

de datos para observar comportamientos al cambiar ciertas variables en un modelo. En la

figura 3, se muestra un disefo predeterminado que posee el paquete Shiny.

Figura 3. Ejemplo de disefio predeterminado del paquete Shiny en R.

e

http://127.0.0.1:4500

~/Proyecto - Shiny

Openin Browser

Old Faithful Geyser Data

Frequency

Number of bins:

1

Histogram of x

50 60 70 80 a0

Nota: Tomado del paquete Shiny, 2022.

- o N

“%- Publish ~

50
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Entre las herramientas que posee el entorno R se encuentra la edicion de texto. Zamora y
Arroyo (2016) desarrollaron un trabajo donde se proporcionan ejemplos de como utilizar el
paquete Knirt para la visualizacion de los resultados obtenidos del mismo entorno, en

especial la visualizacion de tablas y referencias automaticas en el documento.
1.1.3. Aplicaciones del entorno R al Algebra Lineal

Fieller (2015), propone un libro de texto que desarrolla los temas de matrices, vectores,
determinantes y enfatiza las aplicaciones a la estadistica, asi como la solucidn de ejercicios

utilizando las funciones de R.

Por su parte, Vinod (2011) propone la utilizacion de R en temas de geometria empleando
graficas, vectores en el espacio y matrices. En estos libros muestran los resultados obtenidos
en el entorno al utilizar las funciones para los temas de Algebra Lineal. Ademas, Vinod
(2014) propone un trabajo de las aplicaciones de matrices en temas de economia y estadistica

utilizando bases de datos.

De igual forma, lo propuesto por Hojsgaard (2011) contempla el desarrollo de temas de

matrices y analisis de modelos lineales, utilizando la teoria de matrices y funciones de R.

Friendly, et al. (2018), proponen el paquete matlib en R para la ensefianza de Algebra Lineal
y estadistica multivariada. Entre los temas de Algebra Lineal que se pueden desarrollar se
encuentran determinantes, eliminacion Gaussiana, ecuaciones lineales e inversas de matrices,

ademas las funciones del paquete proporcionan la solucion detallada del célculo de los temas.

De los trabajos consultados, se enfatiza la utilizacién de funciones y paquetes de R. De esta
manera, el desarrollo de esta propuesta didactica abarcara la utilizacién de paquetes y

funciones de R que faciliten los procedimientos y la resolucion de problemas.

1.1.4. La implementacion de videos en la educacion

Velarde, et al. (2017), realizan un andlisis investigativo de los videos tutoriales en una
poblacioén de 18 a 24 anos de edad. Los autores mencionan que los videos tutoriales son
utilizados cada vez mas por los estudiantes. Sin embargo, gran parte de los videos tutoriales
son realizados por personas que no tienen conocimientos sobre didactica y pedagogia,

centrandose en aspectos técnicos. Los videos tienen una ventaja al implementarse, ya que se
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puede manejar el tiempo de su desarrollo mediante pausas temporales por parte del estudiante

y poder entender los procedimientos.

En la misma linea, el MEP propone el proyecto Profe en Casa, con el cual se promueven
videos para ensefanza secundaria. Los videos se encuentran organizados por grados y
abarcan algunos contenidos propuestos en los temarios del MEP y pueden ser utilizados tanto

por estudiantes como profesores. (MEP, 2018)

El Proyecto Reforma de la Educacién Matematica en Costa Rica del MEP, propone una serie
de cursos virtuales en linea (conocidos como mini MOOC) para profesores y estudiantes
(Proyecto Reforma de la Educaciéon Matematica en Costa Rica, 2017). En estos cursos en
linea se plantean explicaciones por medio de videos, teoria de la materia y précticas en linea

para el desarrollo de los cursos.

Por su parte, De Cabezon (2015) en su canal de YouTube titulado “Derivando”, propone
videos relacionados a las matematicas. El autor establece en su canal tres categorias de videos
que corresponden a:

* Matematicas en la vida real.

* Problemas matematicos famosos.

* Historias y Matematicas.

Los videos De Cabezon (2015), se explican para una facil compresion y motivacion, que

involucra aspectos relacionados con las matematicas en la vida real.

Estos estudios, son algunos ejemplos de aplicacion de videos a la ensefianza, herramienta que
cada vez es utilizada con mayor frecuencia, como complemento a las clases tradicionales o
como parte de modelos virtuales de aprendizaje, dada su conveniencia para poder utilizarlas
en cualquier momento y lugar. En la tabla 4, se resumen las ventajas y aportes a la utilizacion

del software R al disefio de la propuesta didéctica.

Tabla 4: Resumen de ventajas de la utilizacién del software R en Algebra Lineal

Ventajas Aporte al trabajo realizado

Software de libre licencia. Cualquier estudiante puede utilizarlo en su

computadora. En caso de no poseer
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El interfaz grafico RStudio posee una

version en linea

computadora, puede trabajar asociando una

cuenta en RStudio Cloud.

Paquetes temas de

Algebra Lineal

especializados en

Se pueden aprovechar los paquetes para ser
utilizados y enfatizar ejemplos de su
utilizacion.

Facilita el proceso de realizar operaciones
con matrices de tamano considerables,
como ejemplo una matriz de tamafio 10x10

0 superior.

Se puede enfatizar el disefio de proyectos en
los cuales los estudiantes se vean a la
necesidad de utilizar las matrices de gran

tamano.

Variedad de documentacidon y referencias

para consultar

de
En

Se requiere desarrollar habilidades

investigacion en los estudiantes.
ocasiones deberan consultar referencias
para corregir posibles errores del leguaje del
programa. Por lo cual, la utilizacion del

software R resulta conveniente.

Utilizacion de Videos tutoriales y el

programa R

El curso MAC411 Algebra Lineal es un
curso bajo el enfoque por competencias. Se
requiere de la utilizacion de técnicas
las clases

educativas, diferentes a

traicidnales.

Nota: Elaboracion propia, 2022.

30



2.3.1.1.R y RStudio como recurso didactico para la enserianza

El entorno de desarrollo integrado RStudio de R, posee ciertas utilidades como paquetes,
funciones, lenguaje accesible para la programacion, edicion de texto, ademas de ayudas para
el manejo de paquetes por medio de explicaciones y ejemplos, que pueden utilizarse en la
ensenanza de la estadistica, programacion, edicion de texto, la realizacion de graficos y
mapas, entre otras. Por ejemplo, Santana y Farfan (2014) muestran la utilizacion de RStudio
para relacionar el area de la circunferencia con respecto a su radio (Figura 4), a mayor radio

mayor area de la circunferencia.

Figura 4. Actividad de la relacion del area de la circunferencia respecto al radio por medio

de una grafica en RStudio.

radio <- 0:10

area pi“radio/2

tit <- "Areas de cir

plot(radio, area,
type'K ,
main=tit,
xlab="Radio (r)",
ylab=expression(Area pi*ra2),
col="orange",
pch=20

Areas de circulos

~

50
| W -

Area=m
50 150
T T -

Radio (r)

Nota: Tomado de Santana y Farfan (2014, p. 128).
En la figura 5, se muestran la utilizacion del entorno R Markdown, el cual permite crear
documentos y compilar codigos de LaTex para el ingreso de formulas matematicas en el

documento, ademas, permite visualizar las formulas ingresadas.
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Figura 5. Utilizacion del paquete R Markdown para la edicion de texto.

@ Ejemplo.Rmd

o [
7 Q| & knit - « 3 insert ~ =Run + | ‘& ~
]_v s
2 titl "Ejemplo"
3 "Francisco José Villalobos Madrigal"
4 "3 de abril de 2018"
5 html_document
6 i
7~ # Ejemplo de edicién de texto
8 3%
9 A\sum_{i=1}A{n}i=\frac{n(n+1)}{2}
10 $%

i o nln+1)
-
i—1 2

Nota: Elaboracion propia, 2022.

Otro ejemplo, es la utilizacion de la ayuda de RStudio para visualizar la descripcion y
ejemplos de funciones o paquetes. En la figura 6, se muestra una parte de la ayuda de la

funcién plot.

Figura 6: Utilizacion de la ayuda de RStudio, describe como utilizar los paquetes y muestra
ejemplos.

Files Plots Packages Help Viewer =1
I V.8 g

i plot.function

R: Draw Function Plots =

curve {graphics} R Documentation

Draw Function Plots

Description

Draws a curve corresponding to a function over the interval [from, to].curve can plot also an expression in the
variable xname, default .

Usage

curve (expr, from = NULL, to = NULL, n = 101, add = FALSE,
type = "1", xname = "x", xlab = xname, ylab = NULL,

Nota: Elaboracion propia, 2022.
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Como puede notarse, tanto el software R como su entorno de desarrollo RStudio pueden ser
utilizados como recursos didacticos para abordar los temas del algebra lineal. Su uso puede
complementarse con videos tutoriales que pueden utilizar los estudiantes para potenciar
habilidades y adaptar diferentes formas a las tradicionales, para la comprensién de los

conceptos.

4. Videos tutoriales

Si bien existe una gran variedad de videos en Internet sobre temas de educacion, Velarde, et
al. (2017) acuden a que existe una problematica con los videos tutoriales que se encuentran
en Internet, ya que muchos son creados por personas aficionadas que, en ocasiones, cuentan
con conocimientos limitados sobre pedagogia, la materia o ambas. Por estas razones es
recomendable que los videos tutoriales sean creados por profesores expertos en la materia y

sean adecuados a los contenidos para la ensefianza.

Ademés, Ruiz (2015) menciona que la utilizacion de videos tutoriales facilita el aprendizaje
y para su creacion se debe considerar los siguientes procesos: la creacion de un guion
previsto, seleccionar los recursos a utilizar, creacion y edicion del video y por ultimo la

produccion del video.

Para la creacion de un guion Ruiz (2015), considere los siguientes aspectos:

* Debe ser atractivo para el estudiante

* Debe tener una secuencia corta con significado concreto

* Lalongitud no debe ser excesiva teniendo un mensaje claro y concreto

* Debe seguir secuencialmente pasos logicos donde se aumente el nivel de dificultad

y entendimiento. (p. 44)
Ademas, Galan (2007) plantea tres tipos de guiones, los cuales corresponden a:

* Guidn de contenido: Se presenta un esquema de la informacidon que se quiere
comunicar.
* Guidn didactico: Se muestra la informacion que va a tratar el video totalmente

desarrollado.
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* Guidn técnico: Muestra la informacién de los dos anteriores guiones y ademas
considera otros aspectos como materiales, audiovisual o multimedia, para la

elaboracion del video.

Para la produccion de video Bartolomé (1999), menciona que se eligen herramientas
tecnoldgicas para su elaboracion como camaras, softwares o alguna otra herramienta, que

facilite la realizacion del video.

Adicional a estos procesos Bartolomé (1999), establece un proceso mas luego de la
produccion, el cual consiste en la evaluacion de videos por parte de la opinion de expertos en

la materia (juicio de expertos), los cuales evaluan el contenido, aspectos estéticos y su disefo.

Por su parte, Cabero y Llorente (2013) mencionan que “la evaluacion mediante el juicio de
experto consiste, basicamente, en solicitar a una serie de personas la demanda de un juicio
hacia un objeto, un instrumento, un material de ensefianza, o su opinidn respecto a un aspecto
concreto.”(p. 14). Por otro lado, Dorrego (1994) sefiala que la evaluacion se da en la parte de

planificacion (guia) y luego de su realizacion (video preliminar).

Con respecto a la duracion del video Fuentes, Herndndez y Pra (2013), establecen el “mini
video como un video de corta duracién que constituye un material didactico de tipo
tecnoldgico para transmitir una determinada informaciéon que ayude a consolidar cierto
aprendizaje” (p. 180). Los autores proponen que cada video no supere una duracion de 10

minutos, ya que los estudiantes pierden el interés cuando supera esta duracion.

Fuentes et al. (2013), establecen que para disefiar una propuesta sobre el disefio de mini

videos, se deben considerar las siguientes pautas:

e Seleccion de los contenidos o temas a explicar.

e Identificacion del grupo al que ira destinado.

e Determinacion de los medios técnicos a utilizar.

e Temporalizacion del proceso u ordenacion de las diferentes actividades que se van a
llevar a cabo para elaborar cada mini video: identificacion de los conceptos a tratar,
preparacion del guion, produccion de las transparencias necesarias y ensayo de la

presentacion. (p. 182)
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Capitulo ITI: Marco metodologico
3.1. AREA DE CONOCIMIENTO DEL ESTUDIO

La didéactica de la matematica se “centra en conocimientos ya establecidos y se preocupa de
analizarlos para encontrar formas adecuadas de transmitir y entender las matematicas”
(Gutiérrez citando a Chevallard (1985), 1991, p.151). Por esta razon, el area de la didactica
de la matematica implica el disefio de actividades complementarias para las clases y de esta

manera profundizar en el aprendizaje de los estudiantes (Gutiérrez, 1991).

Este Trabajo de Graduacion se enmarco en el area de la didactica de las matematicas, por
medio de la elaboracion de una propuesta que considero para su elaboracion, los Analisis de
Contenido, Andlisis Cognitivo y el Analisis de Instruccion, que corresponden a la fase de

disenio de unidades del Analisis Didactico.

Se abordd como tematica principal de la propuesta didactica, el aprendizaje de los temas de
matrices, sistemas de ecuaciones lineales y determinantes en el campo de los numeros reales,
los cuales son contemplados en el plan de estudio BLEM-2017 para el curso MAC411
Algebra Lineal.

Ademas, en la propuesta didéctica se utilizd como recurso los videos tutoriales, que explican
la utilidad paquetes y funciones del software R, para la solucion de ejercicios contemplados

en la propuesta didactica.
3.2. ENFOQUE Y TIPO DE INVESTIGACION

La propuesta de investigacion se realizd bajo el enfoque cualitativo, la cual es apropiada para

el estudio de temas relacionados con la educacion. (McMillan y Schumacher, 2005)

El tipo de investigacion de la propuesta es de tipo descriptivo. Los autores Quecedo y Castafio
(2003) establecen que esta se encuentra “orientada a describir con detalle y exhaustividad los
fendmenos en uno o mas momentos de tiempo” (p. 38). En particular, se describio el proceso
de planificacion, elaboracion de la propuesta didactica y la evaluacion de los videos

tutoriales.
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3.3.

ELABORACION DE LA PROPUESTA

Para la elaboracion de propuesta didactica se considerd las siguientes actividades,

enmarcadas en los Andlisis de Contenido, Cognitivo y de Instruccion:

3.3.1. Analisis de Contenido

Se consult6 referencias de Algebra Lineal y el programa de estudio BLEM-2017, para
el establecimiento de focos de estudio que organizaron, resumieron de conceptos,
procedimientos y relaciones entre los contenidos de matrices, determinantes y
sistemas de ecuaciones lineales.

Se establecieron sistemas de representacion asociados a los temas de matrices,
determinantes y sistemas de ecuaciones lineales.

Se seleccion6d fendmenos relacionados a los temas de matrices, determinantes y
sistemas de ecuaciones lineales, para establecer la clasificacion y relacion
matematica.

Se propuso una estructura conceptual por medio de un mapa conceptual, en la cual se

relacionen los temas.

3.3.2. Analisis Cognitivo

Se seleccionaron los objetivos de ensefianza para el aprendizaje de los temas de
matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales segin el programa BLEM-
2017.

Se establecieron las relaciones de los objetivos de ensefianza con respecto a las
competencias matematicas basicas (Razonar y comunicar (RA), Comunicar (C),
Matematizar (M), Elaborar estrategia para resolver el problema (RP), Representar
(R), Utilizar lenguaje, simbologia formal y técnico, y las operaciones (LS), Usar
herramientas matematicas (HM)).

Se detectaron problemas relacionados con el aprendizaje de los temas de matrices,
determinante y sistemas de ecuaciones lineales por medio de la consulta de
investigaciones realizadas a la problematica.

Se resumieron las dificultades y errores obtenidos de la indagacién de fuentes
relacionadas a investigaciones de errores y problemas que se pueden presentar en

Algebra Lineal.
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* Se busco y selecciond ejercicios que abarquen problemadticas detectadas relacionadas

al aprendizaje de los temas de matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones.
3.3.4. Analisis de Instruccion

* Seselecciono ejercicios y problemas para el desarrollo de los objetivos de aprendizaje
y las competencias establecidas en la propuesta didactica.

* Se seleccion ejercicios y problemas para la utilizacion de los videos tutoriales que
expliquen la utilizacidon de paquetes y funciones del software R.

* Se organizo los ejercicios y problemas.
3.4. ESTRUCTURA DE PLANEAMIENTO DIDACTICO

Lopez (2013) propone que, para el planeamiento basado en el enfoque por competencias, se
relacione el aprendizaje por medio de actividades y las estrategias de evaluacion. Ademas, el
enfoque por competencias considera necesario la elaboracion de evidencias, ya sea por parte
del estudiante o docente. En la tabla 6, se considera el formato planteado por Lopez (2013),

adaptado para el estudio.

Para la elaboracion de la propuesta didactica, se considera el desarrollo de los siguientes
aspectos relacionados a las competencias segun la Escuela de Matematica de la UNA (2017)

en el programa BLEM-2017

3.4.1. Competencia general
“Desarrollar habilidades en el uso de tecnologias de la informacion y comunicacion (TIC)

para el fortalecimiento de los procesos cognitivos en diversos contextos educativos™ (p. 61).

3.4.2. Competencia didactico-matematico
“Aplicar estrategias para la resolucion de problemas que desarrollen el pensamiento 16gico
y sean profesionales criticos y reflexivos™ (p. 62).

3.4.3. Competencia pedagogica
“Disefiar, seleccionar y aplicar recursos didacticos que potencien un aprendizaje estratégico
para el logro de los procesos de ensefianza y aprendizaje de la asignatura”™ (p.63).
“Analizar necesidades de aprendizaje y capacidades cognitivas del estudiantado con el fin de

mejorar la mediacion pedagogica para el logro de los objetivos de aprendizaje” (p.63).
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3.4.4. Competencia matematica del curso MAC411 Algebra Lineal

“Aplicar los conocimientos sobre Resolucion de Problemas en contextos multidisciplinares

para mayor comprension de su importancia en otras areas cientificas y sociales” (p. 238).

3.4.5. Subcompetencia matematica del curso MAC411 Algebra Lineal

“Integrar software apropiado en la mediacion pedagdgica para potenciar los estilos y ritmos

de aprendizaje del estudiantado” en los temas de matrices, sistemas de ecuaciones lineales y

determinantes (pp. 239-241).

Tablal 6: Propuesta de plansamiento considerando el enfoque por competencia

Dates generales del curso

Proposito general: mefs que se desean que los estudiantes alcanzan Se redact infroduciendo un verbo v respondiendo a las preguntas:
(Que?; Como? v Para qué?.

Saberes necesarios

Temas

Plan de aprendizaje

Competencia
Sub-competencia
Y Duracion
M’”ﬁ“’ “ fpue Recurses | Procedinientos e . Hﬂ; e Prumiaj
s nediacion Presencial No Presencial evidencias iz =
actividad eval uacion

Lista de referencias

Fuente: Adaptado a partir de Lopez (2013).
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3.5. DISENO DE VIDEOS TUTORIALES

Para el disefio de cada uno de los videos tutoriales de la propuesta didactica, se establecio

que su duracion no supere los 10 minutos.

Como parte de la propuesta se desarrollaron:

Videos tutoriales sobre el uso de R y RStudio: Se disefiaron dos videos tutoriales
que abordaron la utilizacion de R y RStudio, asi como el lenguaje de programacion R
y algunas herramientas que se suelen utilizar para trabajar con dichos softwares.
Video 0: Instalacién de R y RStudio Principiantes

Video 1: Introduccion a las herramientas de RStudio

Videos tutoriales para el uso de paquetes de R: Se disefaron tres videos tutoriales
que explican la utilizacidon de paquetes y funciones de R en la solucion de ejercicios
practicos de matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales.

Video 2: Matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales con matlib
Video 3: Matrices y sistemas de ecuaciones lineales con RSymPy

Video 4: Ejercicios de Matrices y Sistemas de Ecuaciones Lineales

3.5.1. Etapa de diseifio

Con respecto al disefio de los videos tutoriales de la propuesta didactica, se consideron los

siguientes contenidos:

Videos tutoriales sobre el uso de R 'y RStudio: Los contenidos abord6 la descarga e
instalacion de los softwares R y RStudio para el sistema operativo Windows, la
utilizacion de la consola de R, la utilizacion del lenguaje de R basico, la utilizacién
del entorno integrado RStudio, componentes de RStudio, datos en forma de vectores
en R, instalacion y lectura de paquetes desde RStudio, graficos en RStudio y la
utilizacion de Rscip para guardar informacion. En esta etapa se consultaron fuentes
relacionadas al uso de R para la seleccion o disefio de ejercicios enfatizando la
utilizacion del lenguaje de programacion R.

Videos tutoriales para el uso de paquetes de R: Se utilizan funciones de R para
ingresar matrices, efectuar operaciones de matrices, matriz identidad y matriz
diagonal, transpuesta de matices en R, operaciones sobre las filas de una matriz en R,
matriz inversa y el error que proporciona por R cuando la matriz no posee inversa,

solucioén a los sistemas de ecuaciones lineales y los tipos de errores que proporciona

39



R cuando el sistema no posee solucién o posee solucion dependiendo de parametros
y determinantes de matrices. Utilizacion del paquete MASS para visualizar las
entradas de las matrices en forma de fraccion. Utilizacion del paquete matlib para
visualizar los procedimientos en la solucion de sistemas de ecuaciones por medio del
método de Jordan-Gaus, inversa de matrices. Utilizacion del paquete »SymPy para
definir variables en R, lenguaje de programaciéon de SymPy para los temas de
matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales. Se escogerdn ejercicios
practicos de libros o material de Algebra Lineal, relacionados a los temas de matrices,
sistemas de ecuaciones lineales y determinantes, para ejemplificar la utilizacién de
paquetes y funciones.

Videos tutoriales de la aplicacién de R para problemas de Algebra Lineal: Se
escogieron cuatro problemas de la propuesta didactica que involucren para su

solucion la utilizacion de R y RStudio.

Para cada uno de los videos tutoriales se elabor6 una guia detallada con los procedimientos,

la cual abarcara los siguientes aspectos:

Titulo de video.

Objetivo del video.

Explicacién introductoria del video.
Enunciados de ejercicios y problemas.

Solucién de ejercicios por medio de la utilizacion de R y RStudio.

3.5.2. Etapa de produccion

Para el caso del estudio se utilizaron las herramientas para la elaboracion de los videos

tutoriales denominadas software R version 3.4.0. o superior, RStudio cualquier version,

paquetes matlib, rSymPy, MASS y Knirt de R, capturado grafica de video Microsoft

Expression Encoder 4 version 4.0.1651.0 y editor de videos Movie Maker.

3.5.3. Epata de evaluacion

Para efecto de la elaboracion de la propuesta didactica, se considero los siguientes criterios

para definir los expertos:

Profesor que imparta lecciones en cualquier universidad publica y que utilicen el

software R en sus lecciones.
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e Profesor de matematica que imparten lecciones en cualquier universidad publica e
imparta algtn curso de Algebra Lineal en carreras relacionadas a la ensefianza de la
matematica.

e Profesor de matematica que imparta lecciones en cualquier universidad publica y
haya impartido cursos de Algebra Lineal de servicio por tres ciclos consecutivos.

e Profesor de matematica que imparta lecciones en cualquier universidad publica y que
implemente videos en la metodologia de ensefianza de cualquier curso relacionado a
la matematica.

e Profesor de matematica que imparte lecciones en cualquier universidad publica y
utilice algun software en la metodologia de ensefianza en cursos de matematicas.

e Profesor de matematica que imparte lecciones en cualquier universidad publica y

posea conocimientos sobre el enfoque por competencias.

Se consider6 la evaluacion de los videos tutoriales por parte de tres expertos que cumplieron
con uno de los criterios descriptos anteriormente. Ademas, se evaluaron las guias de cada

uno de los videos tutoriales y la version preliminar para ser mejorada.
3.6. INSTRUMENTOS DE EVALUACION
Para la evaluacion de videos tutoriales, se dispone lo que se describe seguidamente.

Los instrumentos para la evaluacion de videos, Dorrego (1994) recomienda la utilizacion de
listas de cotejo o escalas de valoracion, las cuales seran puntuadas por los expertos utilizando
la técnica de observacion, ademas considera que el investigador debe definir un criterio de
puntuacion cuando se utilizan escalas de valoracion, esto para las correcciones que se van a

realizar a los videos.

Beaudin y Quick (1996) establecieron algunos criterios para evaluar los videos, los cuales

son:

e La precision del contenido.

e Utilidad de los contenidos del video.
e Introduccion motivadora del video.
e Presentacion del contenido.

e Comprension del video.

41



e Evita contenido no relacionado con los temas establecidos.

e El video cumple con los objetivos de aprendizaje y las necesidades del estudiante.
e El video promueve el aprendizaje activo.

e Se integra facilmente el video con el aprendizaje.

e Caracteristicas generales del disefio de video como calidad visual y de audio.

e Vocabulario apropiado.

e Material suplementario.

e Informacion introductoria.

e Resume el contenido del video.

Para la elaboracion del cuestionario, se adaptaron algunos de los criterios propuestos por
Beaudin y Quick (1996) y el cuestionario de evaluacion esta conformado por cuatro
calificaciones, las cuales corresponden a 1. Completamente en desacuerdo; 2. En desacuerdo;
3. De acuerdo y 4. Completamente de acuerdo. Se corregira el criterio de observacion que

puntien 1y 2 en los videos tutoriales.

Ademas, se establecieron otros criterios relacionados con la incorporacion del entorno R en
la propuesta didéctica, la cudl serd evaluada por los expertos que evaluaran los videos

tutoriales, una vez culminada la propuesta didéctica.

3.7. Fuentes de informacion

Se considera importante para la realizacion de la propuesta de investigacion, la consulta de
fuentes documentales y la informacion que puedan aportar individuos cercanos al fendmeno

en estudio.

Las fuentes documentales que se consideraran necesarias para la elaboracion de la

investigacion son:

* Plan de estudio BLEM-2017.

*  Textos de referencia para cursos de Algebra Lineal.

* Libros, guias u otro documento para la utilizacion del entorno R.

* Investigaciones que aborden problemadticas de aprendizaje y deteccion de errores en
Algebra Lineal.

* Docentes de matematicas que imparten clases en universidades publicas.
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Capitulo I'V: Resultados y Analisis
4.1 ANALISIS DE CONTENIDO

En este apartado, se abordo el analisis conceptual, que corresponde a una de las etapas del
analisis didactico. Se analizaron los libros de referencias propuestos en los descriptores de
cursos de servicios de Algebra Lineal y cursos propios de carreras relacionadas a la

ensefnanza de la matematica de universidades publicas de Costa Rica.

4.1.1 APROXIMACION CURRICULAR

Zais (1976), citado por Angulo (1994), sefiala que la concepcidn de curriculo se puede dar
de dos formas que son considerar al plan de estudio y al seguimiento de un programa
especifico para impartir lecciones, en los que se propician la ensefianza y aprendizaje;

mientras que la otra concesion es el curriculo como campo de estudio.

Para Pizano (1998), el curriculo es “uno de los instrumentos de la educacién formal cuyo
objetivo fundamental es: concretar en términos de aprendizaje la concepcion de educacion

asumida por un pais en un momento historico” ( p. 7).

Por otro lado, uno de los aspectos que considera el plan de estudio BLEM-2017 es el
desarrollo de los ejes curriculares que corresponden a la Historia de la matematica, al
Pensamientos 16gico matematico, al Pensamiento pedagogico, a la investigacion y al uso de
las TICs. Todo ello por medio del enfoque por competencias (Escuela de Mateméatica UNA,
2017), estas ultimas entendidas como las habilidades propuestas por el MEP en el programa

de estudio de matematicas. (MEP, 2012)
4.1.2. Enfoque por competencias

En este apartado se destaca la vision del término competencia, visto desde la vision formativa
y laboral. Para Cano (2005), citado por Lopez (2013), las competencias se dan en el ambito
laboral desde el desarrollo de habilidades para desenvolvimiento de forma eficaz y eficiente
de alguna tarea o actividad, para lo que se le da capacitacion y entrenamiento al personal.
La otra visidn corresponde a las competencias formativas. Lopez (2013) menciona que:
Las competencias vistas desde la perspectiva formativa se consideran desde un
encuadre mas amplio, en el que junto con la reflexion y el andlisis se pretende

desarrollar en los alumnos un conjunto de saberes secuenciados, situados y
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contextualizados que inciden directamente en su formacion a largo de su vida, bajo un
enfoque del movimiento del desarrollo humano. (p. 34)
Ademéds, Pizano (1998) menciona que “las competencias en términos pedagdgicos son
adquisiciones de habilidades, destrezas, conocimientos y actitudes, que dan la capacidad para
actuar con eficiencia, eficacia y satisfaccion en relacion consigo mismo y al medio natural y
social” (p. 8).
En cuanto al plan BLEM-2017, Gonzalez y Wagenaar (2003), citado por la Escuela de
Matematica, (2017), establece la concepcion de competencia como:
La combinacion dinamica de atributos (con respecto al conocimiento y sus
aplicaciones, aptitudes, destrezas y responsabilidades) que describen los resultados del
aprendizaje de un determinado programa o como los estudiantes serdn capaces de
desenvolverse al finalizar el proceso educativo (...) “conocer y comprender
(conocimiento tedrico de un campo académico, la capacidad de conocer y comprender),
saber como actuar(la aplicacién practica y operativa del conocimiento a ciertas
situaciones), saber como ser(los valores como parte integrante de la forma de percibir
a los otros y vivir en contexto social). (pp.59-60)
Por su parte, Lopez (2013) menciona, con respecto al desarrollo de competencias, la
identificacion de evidencias para darse el desarrollo de actividades y tareas, ademas considera
que el conocimiento puede ser superficial o profundo. El conocimiento superficial puede ser
instruido y se vincula con los saberes de conceptos o materia, mientras que el conocimiento
profundo corresponde a aquellos conocimientos que utilizan las personas expertas en un
campo determinado para resolver problemas que son dificiles de transmitir a las demas
personas.
Entre las actividades didécticas para el desarrollo de competencias, Estrada (2016) propone
tareas como ensayos, resumenes, investigacion, proyectos, foros de discusion, presentacion
multimedia, uso y aplicacién de herramientas informaticas.
Segun Pizano (1998) para propiciar el curriculo por competencias se debe desarrollar:
El dominio de un conjunto de conocimientos, habilidades, destrezas y actitudes que
garanticen un desempefio eficiente; Responder con eficacia y satisfaccion a las
necesidades y Estimulo que provienen del medio natural, controldndolo activamente y

resolver acertadamente en la interaccion con los demas. (p. 10)
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Por ello, para la planificacion de lecciones, siguiendo a Tobon, Pimienta y Garcia (2010), se

propone la elaboracion de secuencias didacticas para fomentar el desarrollo de competencias.
Tobon et al. (2010) mencionan que:

Las secuencias didécticas son, sencillamente, conjuntos articulados de actividades de
aprendizaje y evaluacion que, con la mediacion de un docente, buscan el logro de
determinadas metas educativas, considerando una serie de recursos. En la practica, esto
implica mejoras sustanciales de los procesos de formacion de los estudiantes, ya que la

educacion se vuelve menos fragmentada y se enfoca en metas. (p. 7620)

Por ello, se incorporaron actividades relacionadas con los contenidos de matrices,
determinantes y sistemas de ecuaciones lineales con el propdsito de que puedan ser utilizadas

o adaptarlas en curso MAC411 Algebra Lineal.

4.1.3. Curso MAC411 Algebra Lineal

Segiin el programa de estudio BLEM-2017, el curso MAC411 Algebra Lineal forma parte
del III nivel de 1a carrera de Bachillerato de 1a Ensefianza de las Matematicas de la UNA. Las

competencias especificas de matematicas que se establecen para el curso, son las siguientes

e Comprender los conceptos basicos de la matematica superior desde una perspectiva
universitaria para su formacion como docente de matematica.

e Ser capaz de formular problemas en lenguaje matematico durante su actividad como
estudiante para fortalecer sus estructuras de pensamiento.

e Entender los conceptos fundamentales de la matematica a través de su evolucion
socio-historica para la comprension de la disciplina y su ensefianza en diferentes
contextos.

e Construir e interpretar modelos matematicos a partir de situaciones reales para
reconocer la importancia de la matematica en la vida cotidiana.

e Aplicar los conocimientos sobre Resolucion de Problemas en contextos
multidisciplinares para mayor comprension de su importancia en otras areas

cientificas y sociales. (pp. 237-238):

Por otro lado, segun el descriptor del curso, se contemplan los temas de algebra matricial,

sistemas de ecuaciones lineales, determinantes, espacios vectoriales de dimensiones finitas,
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transformaciones lineales y el calculo de valores y vectores propios. En la tabla 2 se muestra

el desglose de las areas tematicas de los temas de algebra matricial, sistemas de ecuaciones

lineales, determinantes con sus respectivas subcompetencias a desarrollar por temas.

Tabla 6: Tematicas subcompetencias desarrollados en los temas de Algebra matricial,

sistemas de ecuaciones lineales y determinantes

Area tematica

Subcompetencia

Algebra matricial

Concepto de matriz, Igualdad de matrices.
Operaciones con matrices: suma, resta,
producto por escalar y producto de matrices.
Tipos de matrices: identidad, diagonal, nula,
triangular superior, triangular inferior,
escalonada, escalonada reducida, rango de
una matriz, transpuesta, idempotente.
Propiedades de la transpuesta. Operaciones
sobre las filas y columnas de las matrices.
Matrices equivalentes. Matrices invertibles

y sus propiedades.

Conocer el concepto de matriz y el
de igualdad de matrices.
Operaciones con matrices
respetando las dimensiones de las
matrices. Demostrar identidades
matriciales usando la igualdad de
matrices.

Reconocer los diferentes tipos de
matrices.

Integrar software apropiado en la
mediacion pedagogica para
potenciar los estilos y ritmos de
aprendizaje del estudiantado.
Componente historico sobre el
origen y aplicaciones de las
matrices.

Usar las propiedades relacionadas a
los diferentes tipos de matrices en
contextos tedricos y practicos.
Demostrar teoremas relacionados.
Calcular inversas de matrices

invertibles.
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Sistemas de ecuaciones lineales

Definicidon de un sistema de m ecuaciones
con n incognitas. Solucion y conjunto de
soluciones del sistema. Sistemas
homogéneos y no homogéneos. Sistemas
equivalentes. Matriz asociada a un sistema
de ecuaciones lineales, matriz aumentada.
M¢étodos de solucion: Método de
eliminacion gaussiana y de Gauss-Jordan.
Planteamiento de sistemas de ecuaciones
lineales relacionadas a problemas de la vida
real.

Rango de una matriz asociado a la solucion

de un sistema de ecuaciones lineales.

Construir e interpretar modelos
matematicos sobre sistemas de
ecuaciones lineales a partir de
situaciones reales para reconocer la
importancia del Algebra Lineal en
la vida cotidiana.

Resolver sistemas de ecuaciones
lineales.

Expresar, en forma apropiada, el
conjunto solucion de un sistema de
ecuaciones lineales.

Componente histérico sobre los
sistemas de ecuaciones lineales.
Aplicar los métodos de solucion:
eliminacion gausiana y Gauss-
Jordan en la solucion de sistemas de
ecuaciones.

Integrar software apropiado en la
mediacion pedagogica para
potenciar los estilos y ritmos de
aprendizaje del estudiantado.

Determinar el rango de una matriz.

Determinantes

Definicion de determinante de una matriz
cuadrada de dos. Definicion recursiva de una
matriz de orden mayor o igual a tres.
Propiedades del determinante. Calculo del
determinante para una matriz de orden n.

Regla de Cramer.

Demostrar teoremas sobre

determinantes y calcular
determinantes usando la definicion
y sus propiedades.

Resolver sistemas de ecuaciones
cuadrados usando la Regla de

Cramer.
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Relacion entre invertibilidad de una matriz y Demostrar la invertibilidad de una
su determinante. Relacion con sistemas de matriz conociendo su determinante.
ecuaciones lineales cuadrados. Integrar software apropiado en la
mediacion pedagogica para

potenciar los estilos y ritmos de

aprendizaje del estudiantado.

Nota: Escuela de Matematica de la UNA (2017, pp.238-241).

4.1.4. APROXIMACION DIDACTICA

Se consider6 la didactica como una ciencia que se ocupa de las problematicas relacionadas a
la ensefianza y el aprendizaje (Hernandez y Caballero, 2009) y como un proceso guiado por

el docente para facilitar el aprendizaje en los estudiantes. (Ander-Egg, 2014)

En los estudios desarrollados en el campo de la didactica, en cuanto la materia de Algebra

Lineal, acenttan:

* La utilizacion de software como ejemplo los trabajos desarrollados por Vilchez
(2015a), Vergara et al. (2016), Rosales (2010), Lay (2013), Kolman y Hill (2006),
entre otros, en los que se explican como utilizar diversos softwares para Algebra
Lineal.

* La modelacion matematica como ejemplo problemas aplicados propuestos por Lay
(2013).

* Y lautilizacién de materiales elaborados por docentes que imparten el curso.
4.1.5. Recursos didacticos

Cuando se trata del término recurso didactico, se suele relacionar con el término “medio

didactico”, sin embargo, no se trata de lo mismo.

Los materiales didacticos son aparatos o documentacion que ayudan a los procesos de
ensenanza-aprendizaje (Ogalde y Bardavid, 2008), mientras que “un recurso didéctico es
cualquier material que puede ser empleado con un propodsito educativo™ (Rojas y Sequeira,

2015, p. 28).
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A manera de ejemplo, se puede utilizar un software computacional para ensefiar algun tema,
para este caso el medio didactico es la computadora, ya que no se podria utilizar el software

sin la computadora y el software juega el papel de recurso didactico.

Para la elaboracion de la propuesta, el software R en conjunto con los videos tutoriales juegan

un papel como recursos didacticos.
4.1.6. Las tecnologias de la informacion y comunicacion (TIC)

Las TIC’s estan conformadas por todas aquellas herramientas tecnoldgicas que se encuentran
en la sociedad de la informacion. (Servicio Publico de Empleo Estatal, citado por Lopez,

2014)

Crovi (2002), sefiala que “de manera general entiendo por sociedad de la informacién (...) a
una sociedad caracterizada por un modo de ser comunicacional que atraviesa todas las

actividades (industria, entretenimiento, educacion, organizacion, servicios, comercio, etc.)”
(p. 16).

Las TIC implican un cambio a los procesos pedagdgicos, con el fin de adaptar las tecnologias
a la ensefianza de las nuevas generaciones, ademas las TIC fomentan nuevas practicas

educativas (OREALC y UNESCO, 2013).

En particular, las TIC’s son un potencial en las lecciones de matematicas. En este sentido la
UNESCO (2005) menciona que:
Las TIC estimulan el aprendizaje de las matematicas experimentales a través de la
experimentacion, ya que permite a los alumnos dibujar graficas a partir de funciones
y verificar las relaciones en las configuraciones geométricas cambiando pardmetros,

como la posicion de un punto, simplemente arrastrandolos con el raton. (p. 145)

Como las TIC’s engloban diferentes herramientas tecnoldgicas, y que, por las nuevas
tecnologias que pueden surgir, se limita el desarrollo de las tecnologias a utilizar en la

propuesta didactica.
4.1.7 APROXIMACION MATEMATICA

En este apartado se mencionan las definiciones sobre matrices, sistemas de ecuaciones

lineales y determinantes encontradas en libros de referencias sobre Algebra Lineal.
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2.4.1 Algebra Lineal
Isaacs y Sabogal (2009) mencionan que el Algebra Lineal

Se ocupa de ciertas estructuras llamadas espacios lineales o vectoriales, e investiga
de qué manera ellos se interrelacionan mediante las llamadas transformaciones
lineales; comprende ademas el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales y de las

matrices. (p. 3)

En cuanto, el curso de Algebra Lineal (MAC 411) del plan BLEM-2017, se abordan los temas
de matrices, sistemas de ecuaciones lineales, determinantes, espacios vectoriales de

dimension finita, transformaciones lineales y céalculo de valores y vectores propios.
4.1.6.1 Definicion de matriz
Arce, Castillo y Gonzales (2003) desarrollan la siguiente definicion para matrices:

Sean m y n enteros positivos. Un arreglo rectangular en m filas y n columnas de

numeros reales:

a11 a12 aln

a a o Uapn
A= "2 "2

Ama An2 o Qmn

Se llama matriz de orden (o tamario) m X n sobreR.

En forma abreviada se escribe A = (ai j)mxn donde a;j denota la entrada de A en la
fila iy la columna j. (p. 49)
Por su parte Gonzalez (s.f.) destaca la siguiente definicion:

Se define una matriz de tamaiio n X p, con n,p € N, a toda aplicacion de N, X N, en
un campo Ky se acostumbra a escribir como M = (a;;), donde a;; es la entrada en
la posicion (i, j) de la matriz.

4.1.6.2.Definicion de sistemas de ecuaciones lineales

Definicion propuesta por Arce, Castillo y Gonzales (2003):

Un sistema de n ecuaciones lineales y m incognitas X4, ... , Xy, Se escribe en la forma:
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a;1x; + + QmXm = by

az1X; + + am¥m = b2
: + + : =

An1X1  + + GumXm = by

donde los niimeros a;;j y b; son conocidos. El simbolo a;; denota el coeficiente en la

ecuacion i asociado a la variable j. (p. 6)

Definicion propuesta por Gonzalez (s.f.):
Sean m,n numeros naturales. Se llama sistema de m ecuaciones y n incognitas (o

sistema lineal), con coeficientes en un campoK, a la expresion

n

Z al-jxj = bi

Jj=1
conl<is<m

Si desarrollamos la suma anterior, se expresa

a1, + o+ agxp, = by

az1%y + + agpx, = by
: + o+ : = i

Am1X1  + + AmnXn = bm

4.1.6.3.Definicion de determinante

Se resume la definicién de determinante propuesta por Barrantes (2012):

Sea |, =1{1,2,3,...,n}, se define una permutacion de J,, como cualquier funcion
biyectiva de |,,, representada por a: J,, = J,.

Si A = (ay;) es una matriz cuadrada de orden n, se define el determinante de A, como
el producto de todas las permutaciones posibles.
Grossman y Flores (2012) primero definen determinante para una matriz cuadrada de tamafio

2 X 2, luego para una de tamano 3 X 3 y por ultimo define el determinante para el caso

general. Los autores proponen lo siguiente:

a1 Qg2

Sea A = (a21 Az

). Se define el determinante de A como
|A| = det(A) = a11a2; — A1202;.
11 Q12 Qg3
Sea A =| Q1 Q22 Q23 | Entonces
a3y a3z dszz
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a a
Al = det(A) = ay, |22 7|

azq a23|
a3, dAsz

azy a22|
azy Qaszs )

as|
Blas; as;

—a12|

Menor principal: Sea A una matriz den X ny sea M;; la matrizde (n — 1) X (n — 1)
que se obtiene de A eliminando el reglon i y la columna j. M;jse llama el menor ij de
A.
Cofactor: Sea A una matriz de n X n. El cofactor ij de A, denotado por A;j, esta dado
por

Ay = (=D | My
Sea A una matriz de n X n. Entonces el determinante de A, denotado por det (A) o

|A|, esta dado por
n
det(A) = |A| = a11411 + a12415 + a13413 + - + a1 A4, = Z a1k A1k (p.185)
k=1

4.1.7. Revision del Programa de Estudio

En este apartado se mencionan aquellas habilidades y competencias adquiridas por los
estudiantes en el transcurso de la educacion general bésica y los cursos del BLEM-2017, los
cuales son una base importante para el desarrollo de las habilidades propuestas en el curso
MAC 411 Algebra Lineal.

Revision Programas de Estudio Matematicas Il de Educacion General Basica

En octavo afio de la Educacion General Basica y en la asignatura de matematicas, se abordan
los temas de funcion lineal y la resolucidon de ecuaciones lineales.

Entre las habilidades especificas desarrolladas en el nivel de octavo de la educacion
secundaria se encuentran:

“Identificar situaciones dadas que pueden ser expresadas algebraicamente en la forma y =
ax+ b.”(MEP, 2012, p. 331,)

“Representar de forma tabular, algebraica y graficamente una funcion lineal.” (MEP, 2012,
p. 332)

“Identificar la diferencia entre una expresion algebraica y una ecuacion.” (MEP, 2012, p.
335)

“Comprobar si un niimero dado es solucion de una ecuacion.” (MEP, 2012, p. 335).
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“Reducir una ecuacion a otra que es equivalente a ella.” (MEP, 2012, p. 335).

“Plantear y resolver problemas en contextos reales, utilizando ecuaciones de primer grado
con una incognita.” (MEP, 2012, p. 335).

“Relacionar una ecuacion de primer grado con una incégnita de la forma ax + b = ¢ con la
funcidn lineal cuya representacion algebraica es y = ax + b” (MEP, 2012, p. 336).
“Resolver ecuaciones de primer grado con una incégnita.” (MEP, 2012, p. 336).

“Resolver ecuaciones algebraicas fraccionarias que se reducen a ecuaciones del primer grado
con una incognita.” (MEP, 2012, p. 336).

“Resolver ecuaciones literales para una de las letras.” (MEP,2012, p. 336).

Programas de Estudio Matemdaticas Educacion Diversificada

En el undécimo ano del ciclo diversificado, se continiia con el estudio del tema de funcion
lineal y se introduce el tema de sistemas de ecuaciones lineales de dos ecuaciones con dos
variables. Entre las habilidades especificas desarrolladas en el ciclo diversificado, se
encuentran:

“Representar graficamente una funcion lineal.” (MEP, 2012, p. 410)

“Determinar la pendiente, la interseccion con el eje de las ordenadas y de las abscisas de una
recta dada, en forma grafica o algebraica.” (MEP, 2012, p. 410)

“Determinar la ecuacion de una recta utilizando datos relacionados con ella.” (MEP, 2012,
p. 410)

“Plantear y resolver problemas en contextos reales utilizando las funciones estudiadas.”
(MEP, 2012, p. 412)

“Relacionar la representacion grafica con la algebraica.” (MEP, 2012, p. 412)

“Analizar sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas.” (MEP, 2012, p. 412)
“Plantear y resolver problemas en contextos reales, utilizando sistemas de dos ecuaciones
con dos incdgnitas.” (MEP, 2012, p. 412)

Ademas, el programa de estudio del MEP (2012), plantea indicaciones puntuales para el tema
de sistemas de ecuaciones lineales de tamafio 2x2, que indican:

Trabajar con sistemas de la forma a,x + by = ¢, , a,x + b,y = c, y utilizar los
métodos de sustitucion, igualacion, suma y resta y de forma grafica. (MEP, 2012, p. 412)
Se sugiere proponer sistemas con solucidn Unica, solucion vacia y con infinitas soluciones.

Enfatizar el significado grafico de cada uno de los tres casos que son las rectas que se
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intersecan en un punto, rectas paralelas que no se intersecan y rectas coincidentes. (MEP,

2012, p. 412)

Revision BLEM-2017

En este apartado se mencionan las subcompetencias establecidas en la primera version del
Plan de estudio BLEM-2017, que son consideradas para la elaboraciéon de la propuesta
didéctica. Se destacan habilidades desarrolladas en los cursos MAC400 Matematica
Fundamental, MAC404 Recursos Informaticos y MAC408 Geometria Analitica.
Subcompetencias consideradas del Curso MAC400 Matematica Fundamental

Tema: Ecuaciones lineales

“Resolver ecuaciones e inecuaciones de cada tipo.” (Escuela de Matematica UNA, 2017,
p.10)

“Resolver ecuaciones e inecuaciones lineales y cuadraticas con parametros.” (Escuela de
Matematica UNA, 2017, p.106)

“Construir y expresar adecuadamente el conjunto solucion (distintas representaciones).”
(Escuela de Matematica UNA, 2017, p.106)

“Interpretar los resultados obtenidos a partir de la resolucion de una ecuacién o una
inecuacion (distintas representaciones)”. (Escuela de Matematica UNA, 2017, p.106)
“Identificar el tipo de ecuacion e inecuacion a resolver.” (Escuela de Matematica UNA, 2017,
p.106)

“Identificar errores en procedimientos dados.” (Escuela de Matematica UNA, 2017, p.106)
“Identificar situaciones cotidianas o matematicas que puedan ser modeladas por medio de
una ecuacion o inecuacion, plantearla y resolverla.” (Escuela de Matematica UNA, 2017,
p-106)

“Conocer el desarrollo histérico de la resolucidon de ecuaciones.” (Escuela de Matematica
UNA, 2017, p.106)

“Conocer los distintos métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones e inecuaciones.”

(Escuela de Matematica UNA, 2017, p.106)
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Tema: Sistemas de ecuaciones lineales

“Resolver sistemas de ecuaciones e inecuaciones.” (Escuela de Matematica UNA, 2017,
p.106)

“Interpretar los resultados obtenidos al resolver un sistema de ecuaciones o inecuaciones en
sus distintas representaciones.” (Escuela de Matematica UNA, 2017, p.106)

“Identificar situaciones cotidianas que puedan ser resueltas por medio de un sistema de

ecuaciones o inecuaciones.” (Escuela de Matematica UNA, 2017, p.106-107)

Subcompetencias consideradas del Curso MAC404 Recursos Informaticos
Competencia: Estructuras basicas de programacion. Comandos bésicos. Programacion
basica: Estructuras condicionales y Estructuras de ciclos. Funciones para céalculos con
polinomios. Calculo simbolico. Vectores de tamafio n y de tamafio nxm. Uso de ficheros.
Funciones (Escuela de Matematica UNA, 2017, p.148).

Subcompetencias: Conocer comandos y funciones bésicas para programacion. Conocer las
estructuras basicas de programacion en el entorno de trabajo. Disefiar rutinas de
programacion con ciclos para resolver ejercicios afines a temas matematicos. (Escuela de
Matematica UNA, 2017, p.148)

Como observacion, en la modificacion del 2021 del Plan de Estudio PLEM-2017 el curso
MAC404 Recursos Informaticos, se replante6 el curso en cuanto competencias y
subcompetencias.

Subcompetencias consideradas del Curso MAC408 Geometria Analitica

“Conocer y comprender el sistema de coordenadas rectangulares™. (Escuela de Matematica
UNA, 2017, p. 207)

“Conocer y comprender las nociones del espacio tridimensional, puntos en el
espacio.”(Escuela de Matematica UNA, 2017, p. 207)

“Conocer y comprender las nociones de vectores en el plano y el espacio.” (Escuela de
Matematica UNA, 2017, p. 207)

“Conocer y aplicar las operaciones de suma, resta, multiplicacion por un escalar y producto
escalar de vectores y su respectiva representacion geométrica.” (Escuela de Matematica

UNA, 2017, p. 207)
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“Demostrar las propiedades de las operaciones con vectores” (Escuela de Matematica UNA,
2017, p. 207)

“Conocer y aplicar el producto vectorial, producto mixto y sus interpretaciones geométricas.”
(Escuela de Matematica UNA, 2017, p. 207)

“Demostrar las propiedades analiticas y geométricas del producto vectorial y producto mixto
Conocer, identificar y aplicar las distintas representaciones de la recta en el espacio.”
(Escuela de Matematica UNA, 2017, p. 207)

“Conocer, identificar y aplicar las distintas representaciones del plano.” (Escuela de
Matematica UNA, 2017, p. 207)

“Conocer y aplicar las relaciones de paralelismo y perpendicularidad entre rectas, planos,
rectas y planos.” (Escuela de Matematica UNA, 2017, p. 207)

4.1.8. Analisis de Referencias

Se delimito la cantidad de referencias consultadas relacionadas a la materia de Algebra
Lineal, esto debido a la gran cantidad existente. Se escogieron las referencias que recomienda
el descriptor del curso MAC411 Algebra Lineal del BLEM-2017 que considera el plan de
estudio BLEM-2017. En la tabla 7, se muestran las referencias, propuestas en el BLEM-2017

para el curso.
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Tabla 7: Referencias contempladas en el descriptor del curso MAC411

Autor Nombre de la referencia Ano
Anton, H. Introduccion al dlgebra lineal 2002
Apostol, T. Calculo. Segunda edicién 1985
Arce, C. Algebra Lineal 2002
Barrantes, H. Elementos de Algebra Lineal 2012
Bernard, C. Algebra Lineal con aplicaciones y Matlab 1999
Del Valle, J. A}lge‘t‘)ra lineal para estudiantes de ingenieria y 012
ciencias
Grossman, S. Algebra lineal con aplicaciones 1996
Grossman y Flores Algebra lineal 2012
Hill. R. Algebra lineal elemental con aplicaciones 1997
Lay, D. Algebra Lineal Elemental y sus Aplicaciones 2013
Lay. D. Algebra Ll?eal para cursos con enfoque por 2013
competencias

Lipschutz, S. Algebra Lineal 1968
Mostow, G. y )

Sampson, J. Algebra lineal 1969
Nering, E. Algebra lineal y teoria de matrices 1977
Noble, B. Algebra lineal aplicada 1989
Vilchez, E. Algebra Lineal apoyada con Mathematica 2012

Nota: BLEM-2017 (Escuela de Matematica UNA, 2017, p. 245)

Ademas, se consultaron referencias adicionales relacionadas a la historia de la matematica
y a la utilizacion del software R en la ensefianza.

Orden de temas en textos de Algebra Lineal

Primero se realizd un analisis del orden de como aparecen los temas de matrices,
determinantes y sistemas de ecuaciones lineales en las referencias consultadas. El orden de

los temas en listados en orden cronoldgico se presenta a continuacion:

* En el libro Introduction to higher algebra de Bocher (1907); segiin Luzardo y Pefia
(2006) es uno de los primeros libros de Algebra Lineal en el siglo XX. En el libro de
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Bocher (1907) se presenta en el segundo capitulo el tema de determinantes, el cuarto
ecuaciones lineales y en el capitulo cinco presenta el tema de rango de una matriz.
Para el tema de determinantes se define primero el termino de matriz antes de los
resultados de determinantes.

Hoffman y Kunze (1971), presentan primero el tema de Ecuaciones Lineales, el cual
incluye también el desarrollo de matrices y por ultimo determinantes.

Lang (1990) primero desarrolla el tema de vectores y, conjuntamente, presenta el
tema de matrices y ecuaciones lineales y, por ultimo, el de determinantes.

En el libro de Pita (1991) se presenta primero el tema de sistemas de ecuaciones
lineales, después el de matrices y, por ultimo, determinantes.

Por su parte Anton (1994), desarrolla los temas de sistemas de ecuaciones y matrices
conjuntamente; luego el de determinantes.

Apdstol (2001) posee un capitulo que desarrolla conjuntamente los temas de
transformaciones lineales y matrices.

Kolman y Hill (2006) desarrolla conjuntamente el tema de ecuaciones lineales y
matrices y, por ultimo, determinantes.

Lipschutz y Lipson,(2009) primero introducen el tema de vectores, luego algebra de
matrices. Posteriormente sistemas de ecuaciones lineales y, por ultimo,
determinantes.

Axler (2015) desarrolla los temas de matrices y determinantes conjuntamente.

Del Valle (2011) presenta primero el tema de matriz, luego sistemas de ecuaciones
lineales y, por ultimo, desarrolla conjuntamente el tema de inversa de matrices y
determinantes.

Beezer (2011) desarrolla primero el tema de sistemas de ecuaciones lineales, luego
vectores y, posteriormente, el de matrices y por ultimo determinantes

En el texto de Lay (2012, 2013) presenta el orden de Ecuaciones lineales, Algebra
de matrices y determinantes. Ademas, en el tema de ecuaciones lineales se presenta
el tema de transformacion lineal y la matriz asociada a la transformacion lineal.
Grosman y Flores (2012). Presenta sistemas de ecuaciones lineales, vectores y
matrices desarrollados conjuntamente y por ultimo el tema de determinantes

Péaez (2013) desarrolla matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales
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* Friedberg, Insel y Spence (2014) desarrolla conjuntamente el tema matriz y
trasformaciones lineales, luego operaciones elementales de matrices. Posteriormente,
sistemas de ecuaciones lineales y, por ultimo, determinantes.

* Arce, Castillo y Gonzalez (2014) desarrollan primero el tema de sistemas de
ecuaciones lineales, luego matrices y determinantes.

*  Mora et al (2018) desarrollan los temas de matrices, determinantes y sistemas de

ecuaciones lineales.

Con las referencias consultadas, se evidencia que existen distintos enfoques de ensefnar los
temas de matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales. Esto en parte por la
utilizacion de teoremas que vinculan los temas de matrices, determinantes y caracterizacion
de la solucion de sistemas de ecuaciones lineales, lo que permite una flexibilidad en el orden

de ensefiar los temas.

Definicion de Matriz
En la revision de los libros de Algebra Lineal, se identificaron las siguientes estrategias para

introducir la definicién de matriz:

* Hacer referencia a la definicion de vectores.

* Introducir un ejemplo aplicado de matrices con datos de algin contexto.

* Solo se menciona la definicién y se dan ejemplos.

* No hay apartado propio para el tema de matrices, pero se utilizan en el tema de
sistemas de ecuaciones lineales (matriz de coeficientes de un sistema de ecuacion
lineal o matriz aumentada de un sistema de ecuaciones lineales).

* No hay apartado para el tema de matrices, pero se utilizan en el tema de
transformaciones lineales (matriz de una transformacion lineal).

* La mayor parte de los libros definen el término de matriz como un arreglo

rectangular de valores.

Como observa de lo mencionado anteriormente, se encuentran las siguientes formas de

introducir el tema de matrices:
Libro Algebra Lineal de Grossman y Flores (2012)

Se introduce la definicion de matriz por medio de vectores, la cual se muestra a continuacion:
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Vector reglon de n componentes: Un vector de n componentes se define como un
conjunto ordenado de n numeros escritos de la siguiente manera: (x4, -+, Xy, ). Vector
columna de n componentes: Un vector columna de n componentes es un conjunto
ordenado de n numeros escritos de la siguiente manera:

X1

;. |(Grossman y Flores, 2012, p.46)

x‘)’l

Matriz: Una matriz A de m X n es un arreglo rectangular de mn numeros dispuestos

en m reglones y n columnas

Ay G Gy 77 Gan
Az1 Gy 7 Gz 7 Qo
A=| " : ;

am1 amz CEX) amj b amn
aq
. L a

... El vector reglon (aj1,a42,...,ain) se le llama reglon i y el vector columna

aTl

se le llama columna j. La componente o elemento i de A, denotado por a;j es el niimero

que aparece en el renglon i y la columna j de A. En ocasiones se escribira la matriz A

como A = (a;;) (Grossman y Flores, 2012, p. 48-49).

Libro Matrices y sus aplicaciones de Acuiia (2014)

En este libro introduce la definicion de matriz en un contexto con datos. La propuesta hecha

por Acuia (2014) es la siguiente:

Las matrices son una forma de notacion matemadtica, que permite representar de
manera compacta conjuntos de valores que, por su naturaleza, pueden organizarse

tubularmente. Por ejemplo, la informacion en el cuadro.

Puede resumirse, si los encabezados se sobreentienden, con la notacion

9 12 13 13
8 9 9 10
4 5 5 7
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Definicion (matriz): Una matriz es un arreglo rectangular de nimeros’. Los elementos
de una matriz se organizan en filas (horizontales) y columnas (verticales)...
“1 En realidad esto define una matriz de numeros. También hay matrices

de funciones, matrices de polinomios y otros tipos de matrices." (Acunia, 2014,p.53)

Libro Calculo con funciones de una variable, con una introduccion al algebra lineal de
Apostol (2001)
En esta referencia se proporciona una definicion matematica para matriz y es utilizada para

el tema de transformaciones lineales.

El teorema 16.12 demuestra que una transformacion lineal T : V — W de un espacio
lineal de dimension finita V esta determinada por su accion sobre un conjunto dado de
elementos base ey, - -,e,. Supongamos ahora que el espacio W también es de
dimension finita, por ejemplo dimW = m, y sea wy," - - ,W,, una base para W. (Las
dimensiones n y m pueden ser o no iguales.) Puesto que T tiene los valores en W, cada
elemento T (ey) puede expresarse, con unicidad, como una combinacion lineal de los
elementos de la base wy, ..., Wy, por ejemplo T(e) = Yi%; tye W; donde tiy, -, tk
son los componentes de T (ey) respecto a la base ordenada (Wy, ..., Wp,)...

Dispondremos verticalmente la m-pla (ti, -, tmix) como a continuacion

tik

t
se indica: Z:k

Emk

Esto se llama vector columna o matriz columna. Tenemos una tal columna para cada
uno de los n elementos T(eq), --,T(ey). Colocindolas una junto a otra y

encerrandolas en un par de corchetes obtenemos la disposicion rectangular siguiente:

tin tiz v ln
ta1 tzp 7 lon
tm1 tmz - lmn

Este cuadro se le llama matriz y consta de m filas y n columnas. La llamamos matriz
m %X n. (Apostol, 2012, p. 726-727)

El teorema que hace referencia en el libro es el siguiente:
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Sea ey, - -, e, una base para un espacio lineal n-dimensional V. Sean u,," - - ,u,
elementos arbitrarios de un espacio lineal W. Existe entonces una y solo una
transformacion

T:V - WtalqueT(ey) = ugparak =1, -, n. (Apostol, 2012, p. 725)

Ademas, el término de matriz reaparece en espacios lineales de matrices, que se define en

el libro para realizar operaciones con matrices.
Hemos visto como las matrices se presentan espontaneamente como representaciones
de las transformaciones lineales. También se pueden considerar las matrices como
elementos existentes con independencia de las transformaciones lineales. Como tales
elementos, forman otra clase de objetos matematicos que pueden definirse por medio
de las operaciones algebraicas que pueden realizarse con ellos. La relacion con las
transformaciones lineales da origen a esas definiciones, pero tal relacion serd por el
momento ignorada. Sean m y n dos enteras positivos y sea Im,n el conjunto de todos
los pares de enteros (i, j) tales que m <1 < n. Cualquier funcion A cuyo dominio
Iy n e denomina matriz mx n. El valor de la funcion A(i, j) se llama elemento ij de la

matriz y se designard también por a;j. Ordinariamente se disponen todos los valores

de la funcion en un rectangulo que consta de m filas y n columnas, del modo siguiente

Cl11 a12 o aln

ven a
a1 G2z 2 | Apostol, 2012, p. 733-734)
Am1 Am2 o Qmn

Cada una de las definiciones de matrices consultadas, son de suma importancia para el
conocimiento de los estudiantes. Sin embargo, se enfatiza que la definicion propuesta en el
libro de Apostol (2012), es mas compleja y para efectos de ejercicios tedricos y practicos de

la propuesta didéctica, no se utiliza. Dicha definicion, solo se menciona.

Definicion Sistemas de ecuaciones lineales
La definicion presente en las referencias, sobre sistemas de ecuaciones lineales no difiere

mucho, por lo cual solo se menciona un resumen de cdmo se presenta.
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Libro Algebra Lineal con Aplicaciones de V. Costa, et al. (2015)

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas x1,Xo,* ,Xp, €S un sistema de

m ecuaciones de la forma

a11x1 + alzxz + + alnxn - b1
alel + azzxz + -+ aann = bz
AmX1 + QpaXy + o+ QunXn = by,
Donde los coeficientes ay1,Q42,*+, amn y by, b, - -+, bm son numeros reales (o en

general complejos) conocidos. El sistema puede escribirse también en forma compacta

como)j= a;jxj = b;, i =1, ---,m ( Costa, et al. ,2015)

Libro Practica del curso Algebra lineal para computacion

En este libro se resume resultados de sistemas de ecuaciones lineales y muestran de forma
resumida el sistema de ecuaciones lineales en forma matricial An,mX = b, Mora et

al.(2016).

Definicion de determinante

Libro Introduccion al Algebra Lineal de Anton (1994)

Anton (2014), presenta la definicion de determinantes por medio de permutacién en
conjuntos con elementos enteros, numeros de inversiones de una permutacion y la
clasificacion par e impar de la permutacion, para justificar como se da la definicion

determinante.

Una permutacion del conjunto de enteros {1, 2, ..., n } es un arreglo de estos enteros

en cierto orden, sin omisiones o repeticiones (p.77 ).
Para denotar una permutacion general del conjunto {1,2,---,n }, se escribira

1,J2 ", jn). Aqui, j; es el primer entero de la permutacion, j, es el segundo, etc. Se
dice que ocurre una inversion en una permutacion (jy,jo,** ,jn), Siempre que un
entero mayor precede a uno menor. Se puede obtener el numero total de inversiones

que ocurren en una permutacion de la manera siguiente : 1) se encuentra el numero
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de enteros que son menores que j; que siguen a j, en la permutacion, 2) se encuentra
el numero de enteros que son menores que j, y que siguen a j, en la permutacion. Se
continua con este proceso de conteo para j3 ,*** , Jn. La suma de estos numeros serd el

numero total de inversiones en la permutacion. (Anton, 1994, p.78)

Se dice que una permutacion es por, si el numero total de inversiones es un entero par,

y se dice que es impar, si el numero total de inversiones es un entero impar. (Anton,

1994, p.79)

Considere la matrizn X n

a11 a12 o aln
a a o Qo
]
An1 Qn2 -+ Qpn

Por producto elemental tomado de A se entiende por cualquier producto tomados de

A, sin que dos cualesquiera de ellos provengan del mismo renglon o la misma columna.

Se denomina producto elemental con signo tomado de A a un producto elemental
ayj,ayj,**, Ay j multiplicado por + [ o bien, -1. Se utiliza el + si (jy,j; ,*** ,Jn) €s una
permutacion pary el - (i, j, ,*** , jn) €s una permutacion impar. (Anton, 1994, p.80)

Sea A una matriz cuadrada. La funcion determinante se denota por det, y se define det

(4) como la suma de todos los productos elementales con signo tomados de A (Anton,

1994, p.81)

Libro de Grossman y Flores

“Sea A una matriz de n X n 'y sea M;; la matriz de (n — 1) X (n — 1) que se obtiene de A

eliminando el renglon iy la columna j. M;; se llama el menor ij de A”. (Grossman y Flores,

2012, p.178)

“Cofactor: Sea A una matriz de n X n. El cofactor ij de A, denotado por 4;;, estd dado por

Agj = (D™ My

Esto es, el cofactor ij de A se obtiene tomando el determinante del menor ij y multiplicandolo
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por (—=1)*J “(Grossman y Flores, 2012, p. 179)

Sea A una matriz de n X n... Entonces el determinante de A, denotado por det A o |A|, estd

dado por

detA = |A| = a;1411 + a12A12 + a13413 + -+ Q1pA1y = Xio1 A1kAig

Flores, 2012, p. 181)

4.1.8. Estructura conceptual

(Grossman 'y

Con base en la revision de las referencias de Algebra Lineal, se reconocen las notaciones y

resultados de los temas de matrices determinantes y sistemas de ecuaciones lineales, que se

muestran en la Tabla 7, a continuacion.

Tabla 7: Estructura Conceptual

Término Notacion Resultado
Matriz A Para realizar operaciones con raices, se
Amxn debe tener en cuenta el tamario.
Arreglo rectangular
encerrado con paréntesis
redondos.
Arreglo rectangular
encerrado con paréntesis
redondos.
Elementos de matrices Aij, (ay)), [aij], a;j,{a;) | Laigualdad de matrices.
Orden o dimension de mxn Establece cudndo se puede realizar la
matrices n operacion de matrices.
Conjunto de matrices M n (R), M, (R)
Matriz Transpuesta AT (ANHT =4

(A+B)t=A"+B*
(A-B)T =BT - AT
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()T = a AT

Matriz Inversa

AAT=ATA=1,
(A-B)"'=BA™"
(A t=4
(A~DHT = (4AT)~1

1
(ad)t=—4"1
o

-1 1 —
(Z Z) - ad — bc (—dc ab)

Operaciones  elementales

sobre filas

Multiplicacion de un escalar

sobre una fila
a fi
fi = af;

Cambio de posicion de filas
fie fj
ficf;
Operacion sobre fila
afi + fj
fi = afi+ f

Nota: Se pueden denotar las

filas con letras minusculas o

Método de reduccion por filas
Método de eliminacion Gaussiana
Reduccion Gauss Jordan

Matrices Equivalentes

mayusculas.
Matrices equivalentes A~B
A-B
Matriz elemental E
Rango de matrices r(A) A E Mpyyn(R):T7(A) <m
Traza de matrices tr(A4) tr(A+ B) =tr(A) + tr(B)

tr(ad) = a - tr(A)
tr(AT) = tr(4)
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tr(AB) = tr(A) - tr(B)

Matriz Aumentada (Al Resultado para encontrar la matriz
Al inversa de cualquier matriz:
Si A es una matriz cuadrada equivalente a
la matriz identidad, entonces
AID~U1A™
Sistema de ecuaciones AX=b Si A es una matriz invertible, entonces la

lineales Yj=1aijxj =b; con j=|solucion del sistema AX =b es X =
1,..,m A7
Sistema homogéneo: Forma
AX =0

Sistema consistente: Es el sistema de
ecuaciones con solucion.
Sistema inconsistente: Un sistema que no
posee solucion
Sistema cuadrado: Cuando coincide la
misma cantidad de variables con
soluciones en el sistema.
Algunos resultados son:
Si 7(A) = r(A|b), entonces el sistema
AX = b es consistente
r(A) < r(A|b) & el sistema AX = b es
inconsistente
Aplicacion de métodos de reduccion de la
matriz (A4|b)

Determinantes det(4), |A] Resultados  relacionados con las

operaciones elementales sobre filas
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Si A es una matriz cuadrada, al aplicar la
operacion sobre fila af; + f;, formando
la matriz B, entonces |B| = |A]|

Si A es una matriz cuadrada, al aplicar un
cambio de fila f; © f;, formando la
matriz B, entonces |B| = —|A|

Si A es una matriz cuadrada, al aplicar la
operacion sobre fila af; formando Ia

matriz B, entonces |B| = a|A]|

Resultados relacionados con la inversa de

una matriz: A es invertible & |A| # 0

Resultados relacionados a la solucion de
sistemas de ecuaciones lineales: Regla de
Cramer para encontrar las soluciones de

un sistema de ecuaciones lineales

Otros resultados:

|AB| = |Al - |B|

Nota: Elaboracion propia, 2022.

4.1.9. Sistemas de representacion matricial

Se pueden representar de forma geométrica los sistemas de ecuaciones lineales de tamafio

2x2, los cuales representan rectas en el plano cartesiano y pueden poseer solucion Unica que

corresponden a un punto (Figura 7). También, un sistema 2x2 puede poseer solucion infinita

que corresponderia geométricamente a tener dos rectas en la misma posicion (Figura 8) o

bien pueden tener una solucion (Figura 9).

68




Figura 7: Representacion geométrica sistemas de ecuaciones lineales de tamaiio 2x2 con

solucion unica.

=]

=1

Nota: Elaboracion propia, 2022.

Figura 8: Representacion geométrica sistemas de ecuaciones lineales de tamario 2x2 con

solucion infinita

Nota: Elaboracion propia, 2022.
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Figura 9: Representacion geométrica sistemas de ecuaciones lineales de tamario 2x2 sin

solucion.

-5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3

-1

-2

Nota: Elaboracion propia, 2022.

Para el caso de sistemas de ecuaciones lineales de tamafio 3x3, se pueden representar planos
en el espacio geométrico. Para sistemas 3x3 con solucion unica, vamos a tener tres planos
que intersecan entre si y forman una recta (Figura 10). En el caso de sistemas 3x3 con
soluciones infinitas, se tiene una representacion de tres planos en la misma posicion (Figura
11) y cuando un sistema 3x3 no posee solucion, los planos no poseen una intercepcion que

coincidan a los tres planos (Figura 12).

Figura 10: Representacion geométrica sistemas de ecuaciones lineales de tamario 3x3 con

solucion unica.

X -2

Nota: Elaboracion propia, 2022.
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Figura 11: Representacion geométrica sistemas de ecuaciones lineales de tamario 3x3 con

soluciones infinitas.

Nota: Elaboracion propia, 2022.

Figura 12: Representacion geométrica sistemas de ecuaciones lineales de tamario 3x3 con

soluciones infinitas.

Nota: Elaboracion propia, 2022.

4.1.9. Esquema Estructura conceptual
Por medio de la consulta de libros de texto de Algebra Lineal y de las habilidades propuestas

en Programa de estudio BLEM-19, se propone las estructuras conceptuales.

71



En la Figura 13, se muestra la estructura conceptual para el tema de matrices. Parte de las

habilidades a desarrollar en el tema de matrices, se encuentra la operacion correcta de

matrices y el conocer tipos de matrices y operaciones elementales de filas para encontrar la

inversa de matrices.

Figura 13: Estructura Conceptual Matrices

Teoria de matrices

Matrices Cuadradas

Matrices no
Cuadradas

Operaciones con
matrices

Operaciones con
matrices

Tipo de Matrices:
Diagonal, Identidad,
Triangular (superior
e inferior), Simétrica.

Matriz inversa

Método de Gauss

Nota: Elaboracion propia, 2022.
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En la Figura 14 se muestra la estructura conceptual del tema de sistemas de ecuaciones
lineales, tomando en cuenta que primero se ha visto el tema de Matrices. Se destacan los

procedimientos practicos y tedricos para identificar la solucion de ecuaciones lineales.

Figura 14: Estructura Conceptual Sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas de ecuaciones lineles

Ax=b
Representacion de sistemas de 2 Representacion de sistemas 3 -
3 X Matriz aumentada
variables: Rectas variables: Planos
El sistema tiene solucién unica si El sistema tiene solucién unica si Reduccién Gaussiana con
—— las rectas se intersecan en un —— los planos se intersecan en una operaciones elementales sobre Sistemas equivalentes
unico punto unica recta filas
El sistema tiene solucién infinitas El sistema tiene solucién infinitas Rango
si las rectas son paralelas si los planos son paralelas 8
. N e . . - El sistema es inconsistente siy
El sistema no tiene solucién si no El sistema no tiene solucién si no

! solo si el rango A es menor al

se itersecan en un unico punto. se itersecan en una unica recta. ;
rango de la matriz aumentada.

El sistema tiene solucién siy solo
si el rango A es igual al rango de la
——  matriz aumentaday igual al
nimero de ecuaciones del

sistema.

El sistema tiene soluciénes
infinitas siy solo si el rango A es
igual al rango de la matriz
laumentada y cuyo rango es menor|
que el nimero de ecuaciones del
sistema

Nota: Elaboracion propia, 2022.
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En la Figura 15, se observa la estructura conceptual para el tema de determinantes, que

enfatiza lograr relacionar los temas de matrices y sistemas de ecuaciones lineales, para

describir la solucion de sistemas de ecuaciones lineales y cuando una matriz cuadrada en

particular posee inversa.

Figura 15: Estructura Conceptual Determinantes

Determinantes

Matrices

Si A es una matriz cuadrada:

Si det(A) # 0, entonces existe la matriz
inversa de A

Si det(A) = 0, entonces no existe la
matriz inversa de A

Nota: Elaboracion propia,

2022.

Sistemas de ecuaciones lineales

Regla de Cramer

En un sistema de la forma Ax=b:
si det(A) #0, entonces la solucion del
sistema es X = A~'b

si det(A) =0, entonces el sistema puede
no tener solucion o tener solucines
infinitas

En la Figura 16, se muestra la relacion que existe entre los temas, se destaca que no existe un

orden para ver los temas de matrices y sistemas de ecuaciones lineales.
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Figura 16: Relacion entre los temas

Sistemas de
Matrices ecuaciones
lineales

Determinantes

Nota: Elaboracién propia, 2022.

4.1.10. Campo procedimental
La revision del programa MAC411 Algebra Lineal propuesto en el plan de estudio BLEM-
17, se propone el siguiente campo procedimental, el cual considera las destrezas,

razonamiento y estrategias de aprendizaje (Tabla 8).

Tabla 8: Campo procedimental para los temas de matrices, determinantes y sistemas de

ecuaciones lineales

Destrezas

Conoce la historia referente a la creacion de matrices, determinantes y sistemas de
ecuaciones lineales.

Aplica habilidades vistas en educacion media y en el transcurso de la carrera para resolver
sistemas de ecuaciones lineales de tamafio 2x2 y 3x3.

Identifica la representacion geométrica de sistemas de ecuaciones lineales de tamafio 2x2 y
3x3.

Reconoce si existe o no la solucion de un sistema de ecuacion lineal de tamafio 2x2 y 3x3
a partir de la representacion geométrica.

Identifica la matriz ampliada de un sistema de ecuaciones lineales de tamafio mxn.
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Aplica operaciones elementales sobre las filas de una matriz para obtener la solucion de
sistemas de ecuaciones lineales.

Reconoce elementos de la matriz como el tamaiio, entradas en una posicion determinada y
posiciones de colunas y filas.

Construye una matriz a partir de una funcion definida.

Aplica operaciones elementales sobre las filas de una matriz para obtener la matriz inversa.
Aplica propiedades de transpuesta de matrices, determinantes e inversa de matrices.
Aplica operaciones elementales por filas para invertir matrices.

Obtiene el rango de una matriz.

Reconoce el tipo de solucidén de un sistema de ecuaciones lineales a partir del rango de la
matriz ampliada del sistema o la matriz de coeficientes.

Obtiene determinantes de matrices.

Reconoce matrices especiales.

Razonamiento

Reconoce cuando se puede realizar operaciones con matrices segun el tamafio de la matriz.
Reconoce si existe la inversa de una matriz a partir del determinante.
Reconoce si existe la inversa de una matriz a partir del rango.

Despeja correctamente matrices en igualdades de matrices.

Estrategias

Demuestra propiedades que involucran igualdades de matrices.

Resuelve problemas que involucran matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones
lineales en diferentes contextos.

Aplica funciones para la solucién de ejercicios con matrices y sistemas de ecuaciones
lineales con el software R.

Realiza demostraciones relacionadas a la operacion de matrices (suma, restas,

multiplicacion por un escalar, multiplicaciones de matrices, transpuesta de una matriz).

Nota: Elaboracion propia, 2022.
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4.2. ANALISIS FENOMENOLOGICO
Contexto 1: Conocer el orden cronoldgico e historico del desarrollo de matrices,

determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Como parte de la actividad se propone y realizar un esquema cronoldgico de la historia
presente en las siguientes lecturas, resuma las ideas principales y elabore una lista de
personajes que influyeron a la teoria de matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones

lineales:

e Luzardo y Pefia (2006). Historia del Algebra Lineal hasta los Albores del Siglo XX,
link de referencia <https://www.emis.de/journals/DM/v14-2/art6.pdf>

e Semblanza de Carl Friedrich Gauss (p. 21), Nota historica (p. 52, p. 220), Semblanza
de Sir William Rowan Hamilton (p. 54), Semblanza de Arthur Cayley y el algebra de
matrices (p. 76), Semblanza de Gottfried Wilhelm Leibniz, Augustin-Louis Cauchy
y Breve historia de los determinantes (p. 228) presentes en el libro de Algebra Lineal

de Grosman y Flores (2012)

El desarrollo historico de los temas inicia con el interés de resolver sistemas de ecuaciones y
se encontraron aplicaciones de la teoria de determinantes en la solucion de sistemas. Otro
aspecto es que, la teoria de matrices se desarrollo a partir del 1850, afios después que el

desarrollo de determinantes y procesos de solucion a sistemas de ecuaciones lineales.

Se propone como segunda actividad comparar el orden en que aparecen los temas de
matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales en tres libros diferentes de Algebra

Lineal.
Contexto 2: Aplicaciones de matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

En contexto real, la aplicacion de matrices determinantes y sistemas de ecuaciones lineales
se aplican en muchos contextos. Ademas, la mayor parte de los sistemas de ecuaciones
lineales se resuelven con matrices ampliadas, por ello las aplicaciones de sistemas de
ecuaciones, se dan en contextos que involucran pocas variables a la hora de la ensefanza, sin

embargo, la aplicacion de la tecnologia perite la solucion de sistemas con muchas variables.

Entre las aplicaciones, se encuentran por tema:
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Matrices

e Estimacion de minimos cuadrados, para la estimacion de regresion en datos.
e Analisis de insumos y productos en economia abierta y cerrada.

e Problemas que involucran cadena de Markov.

e Programacion.

e Mineria de texto.

e Solucion de sistemas de ecuaciones lineales.

e Algoritmo Page Rank para la busqueda de informacién en Internet.

Determinantes

e Conocer si existe la inversa de matrices.
e Solucién de sistemas de ecuaciones lineales 2x2 con la utilizacion de la regla de
Cramer.

e (dlculo de volimenes y areas.
Sistemas de ecuaciones lineales

e Solucién de problemas que involucran muchas ecuaciones.

e Programacion lineal.

4.2.1. Analisis cognitivo
Las expectativas de aprendizaje se relacionan con las competencias que se desarrollan en el

transcurso del curso.

Se espera que los estudiantes desarrollen en el curso MAC411 Algebra Lineal, las siguientes
subcompetencias, que consideran los niveles de complejidad 1 y II, segun el BLEM-17. El

BLEM-2017 considera los niveles I y II como:

Nivel I (elemental): Incluye acciones en su mayoria rutinarias, predecibles y
elementales que permiten incorporar el conocimiento nuevo a las estructuras mentales

previas.
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Nivel II (intermedio): Incluye acciones, no rutinarias, con complejidad superior a las

anteriores. Se llevan a cabo en diferentes contextos y requieren de autonomia y

responsabilidad individual o colectiva por parte del estudiantado. (p. 25)

Enlatabla 9, se desarrollan los objetivos de ensefianza para las subcompetencias de los temas

de matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales. Se utilizan las siguientes

abreviaciones:

PR: Pensar y razonar, AJ: Argumentar y justifica, C: Comunicar, M: Modelizar, RP: Plantear

y resolver problemas, R: Representar, LS: Utilizar el lenguaje simbolico, formal y técnico y

las operaciones, HT: Emplea herramientas tecnologicas

Tabla 9: Objetivos de aprendizaje y desarrollo de competencias

Subcompetencias:
Conocer el concepto de matriz y el de igualdad de matrices
Operaciones con matrices respetando las dimensiones de las matrices

Demostrar identidades matriciales usando la igualdad de matrices

Objetivos PR | AJ RP|R | LS | HT
Reconocer las dimensiones de una matriz X X
Ubicar la posicion de cualquier entrada de una matriz X
Reconocer cuando se pueden aplicar operaciones de | X X
matrices segun sus dimensiones

Solucionar ecuaciones con matrices donde se pueda | X X
realizar el despeje

Demostrar teoremas de las propiedades de las operaciones | x | x X

de matrices

Subcompetencias:

Reconocer los diferentes tipos de matrices

Objetivos PR | AJ RP|R | LS | HT
Determinar el tipo de matriz especial a partir de ejemplos X
Determinar el tipo de matriz especial a partir de ejemplos X

Subcompetencias:
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Integrar software apropiado en la mediacion pedagdgica para potenciar los estilos y ritmos de

aprendizaje del estudiantado

Objetivos

PR

Al

M

LS

Ingresar matrices en el programa R

Realizar operaciones con matrices en el programa R

Realizar operaciones con matrices en el programa R

Verificar propiedades de matrices con el programa R

Verificar contra ejemplos de propiedades de matrices que

no se cumplen con el programa R

I el

IR el e

Subcompetencias:

Componente histdrico sobre el origen y aplicaciones de las matrices

Objetivos

PR

Al

RP

LS

HT

Investigar el origen historico del término de matriz y los

matematicos precursores de la teoria de matrices

Subcompetencias: Usar las propiedades relacionadas a los diferentes tipos de matrices en contextos

tedricos y practicos. Demostrar teoremas relacionados

Objetivos PR | AJ M | RP LS | HT
Aplicar propiedades de matrices en contexto aplicados X X

Demostrar propiedades de matrices a partir de teoremas | x X
Subcompetencia:

Calcular inversas de matrices invertibles

Objetivos PR | AJ M | RP LS | HT
Aplicar propiedades de matrices en contexto aplicados X X

Demostrar propiedades de matrices a partir de teoremas | X | X X
Subcompetencias: Calcular inversas de matrices invertibles.

Objetivos PR | AJ M | RP LS | HT
Aplicar operaciones elementales de fila para reducir la X X

matriz original a una matriz identidad
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Subcompetencias:

Construir e interpretar modelos matematicos sobre sistemas de ecuaciones lineales a partir de

situaciones reales para reconocer la importancia del 4lgebra lineal en la vida cotidiana

Sistemas de ecuaciones lineales Expresar, en forma apropiada, el conjunto solucion de un sistema

de ecuaciones lineales

Componente histdrico sobre los sistemas de ecuaciones lineales

Objetivos

PR

Al

RP

LS

HT

Repasar los métodos de solucion en sistemas de
ecuaciones lineales de tamano 2x2 por medio de problema

de contexto real

Resolver problemas que involucren sistemas de

ecuaciones lineales utilizando la matriz ampliada

Investigar situaciones o contextos donde se utilizan

sistemas de ecuaciones lineales

Reconocer los tipos de soluciones que pueden existir en
sistemas de ecuaciones lineales (solucion unica, solucion

infinita o no posee solucién)

Aplicar los métodos de solucion: eliminacion gausiana y

Gauss-Jordan en la solucion de sistemas de ecuaciones.

Reconocer los tipos de soluciones que pueden existir en
sistemas de ecuaciones lineales (solucion unica, solucion

infinita o no posee solucion).

Subcompetencia:

Aplicar los métodos de solucion: Eliminacion gaussiana y Gauss-Jordan en la solucion de sistemas

de ecuaciones.

Objetivos PR | AJ M | RP|R | LS |HT
Aplicar operaciones elementales de matrices a la matriz X

ampliada para obtener un matriz triangular

Aplicar operaciones elementales de matrices a la matriz X

ampliada para obtener una matriz identidad

Subcompetencia:
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Integrar software apropiado en la mediacion pedagdgica para potenciar los estilos y ritmos de

aprendizaje del estudiantado

Objetivos

PR

Al|C | M

RP

LS

HT

Resolver sistemas de ecuaciones lineales con el software

R, a partir de ejemplos contextualizados

Resolver sistemas de ecuaciones lineales obteniendo la
reduccion de Jordan-Gauss con el software R, a partir de

ejemplos contextualizados

Realizar operaciones elementales de fila a matrices con el

software R

Subcompetencia:

Determinar el rango de una matriz

Objetivos

PR

Al|C | M

RP

LS

HT

Aplicar operaciones elementales de fila para reducir la

matriz para obtener el rango de la matriz

Identificar cuando un sistema de ecuaciones lineales tiene

solucion a partir del rango de la matriz de ecoeficientes

Subcompetencias: Demostrar teoremas sobre determinantes y calcular determinantes usando la

definicion y sus propiedades

Aplicar la definicion de determinantes de forma recursiva

Demostrar propiedades de determinantes

Reconocer cuando una matriz tiene un determinante de
cero, a partir de la observacion de filas o columnas

repetidas o multiplos.

Aplicar propiedades de determinante para resolver

ejercicios

Subcompetencias: Resolver sistemas de ecuaciones cuadra

dosu

sando la Regla de Cramer

Reconocer cuando se puede aplicar la regla de Cramer a

un sistema de ecuaciones lineales

X
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Aplicar la Regla de Cramer a sistemas de ecuaciones | X

lineales con solucidn Gnica

Subcompetencias: Demostrar la invertibilidad de una matriz conociendo su determinante

Reconocer si una matriz posee inversa a partir del | X

determinante

estilos y ritmos de aprendizaje del estudiantado

Subcompetencias: Integrar software apropiado en la mediacion pedagogica para potenciar los

determinante

Calcular matrices en el software R X
Verificar propiedades utilizando el software R X
Resolucion de problemas que involucren el célculo de X

Nota: Elaboracion propia, 2022.

4.2.2. Errores y dificultades del aprendizaje de matrices, determinantes y sistemas de
ecuaciones lineales

En este apartado se resumen una lista de los principales errores en el aprendizaje de los temas
propuestos que se encontraron en articulos cientificos y académicos. Se destacan las
dificultades y errores encontrados en los temas de matrices, determinantes y sistemas de

ecuaciones lineales:

Efectiian erroneamente operaciones de matrices, en especial el producto de matrices y aplican

propiedades incorrectas. (Barros, Mendes, y Fernandes, 2013)

Los estudiantes no representan la solucién de un sistema de ecuaciones como un par
ordenado, en el caso de sistemas de ecuaciones lineales de tamaio 2x2. (Bozzalla y Garcia,

2015)
Los estudiantes no verifican los resultados obtenidos. (Bozzalla y Garcia, 2015)

La no utilizacion o incorrecto uso de simbologia para resolver problemas practicos. (Bozzalla

y Garcia, 2015)
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Las creencias de los estudiantes que los sistemas de ecuaciones lineales tienen una solucion
unica y cometen errores algebraicos, queriendo encontrar la solucion. (Bozzalla y Garcia,

2015)

En el caso de sistemas de ecuaciones lineales de tamafio 2x2, se suelen confundir los
conceptos de ecuacion lineal con dos incognitas, sistemas de ecuaciones lineales y funciones,

ocasionando errores graves de conceptos. (Panizza et al, 1999)

Dificultades en interpretar el sistema de ecuaciones lineales de un problema real y dar una

solucién a partir de la representacion geométrica. (Trigueros, Oktac y Manzanero, 2007)
Dificultad de resolver sistemas de ecuaciones con mas ecuaciones que variables. (Pefia, 2019)

En sistemas de 2x2, donde las variables del sistema son x y y, reconocen la respuesta como

x, dejando de lado el valor que toma. (Pefia, 2019)

Al presentar sistemas de ecuacion diferentes notaciones de variable de x y y, como ejemplos

variables a y b. (Pefia, 2019)

Se refleja una dificultad de trabajar con determinantes al aumentar las dimensiones de la

matriz. (Ozdag y Aygor, 2012)

Las investigaciones consultadas, reflejan que los errores que suelen cometer los estudiantes
cuando estan aprendiendo sobre los conceptos de los temas de matrices, determinantes y
sistemas de ecuaciones lineales, estan relacionados con los contenidos que deberian manejar;
como es el caso del término variable y procesos algebraicos, ademas de los conceptos propios

de la materia.

Es conocido que los calculos para realizar producto de matrices de tamafios mayores a 3x3,
vuelve un poco extenso el procedimiento, por lo que se puede implementar la utilizacién de
software, para evitar errores de calculos en sumas y restas, para que sea util la verificacion

de propiedades.

4.3. ANALISIS DE INSTRUCCION
Se desarrollaron ocho sesiones de clases para la aplicacion de las tareas o actividades
desarrolladas. En este apartado se resumen las actividades seleccionadas para la elaboracion

de la propuesta didéctica.
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4.3.1. Sesion de clases 1

En la primera sesion de clase se definen los conceptos de matriz, igualdad de matrices,
operaciones con matrices respetando las dimensiones y se deja una investigacion de la
historia del algebra lineal matrices. Se mencionan las actividades incluidas en la propuesta

didactica.

Tareas desarrolladas

1. Escriba las siguientes matrices de acuerdo con su definicion.

Sean A, B, C € M3,3(R), donde A = (a;;), B = (b;;), C = (c;;)y se definen sus

entradas
i+j si i<j o <3 P s Q=i
aij= l Si l>], blj={l] Sl 1< Cij={,- _]

2 oL i si i=3 st i#]
l Si I1=]

2. Con base a las matrices de la parte 1, identifique cudles de las siguientes igualdades se

cumplen

a. A+ B =B+A.
b. A-B=B-A

c. (A+B)? =A%+ 2AB + B? . Tome en cuenta que se define la potencia de matrices

cuadradas como Ak = A - A.

k veces
d A-B-C=C-A-B
e. C-B—B-C=0
3. Se puede encontrar una matriz O que cumplaA+ 0 =A,B+0=By(C+ 0 =C.
4. Se puede encontrar una matriz I que cumplaA- I =A,B-I=ByC-1=C.

5. Se puede encontrar una matriz S que cumpla A-S = B
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Actividad de investigacion: Historia del dalgebra lineal
1. Realice una linea de tiempo sobre el descubrimiento de los temas de matrices,

determinantes y sistemas de ecuaciones lineales.
2. Investigue 3 aplicaciones de la utilizaciéon de matrices.

Puede utilizar las siguientes referencias, sin embargo puede utilizar otras

Luzardo y Pefia (2006). Historia del Algebra Lineal hasta los Albores del Siglo XX, link
de referencia https://www.emis.de/journals/DM/v14-2/art6.pdf

Semblanza de Carl Friedrich Gauss (p. 21), Nota histérica (p. 52, p. 220),Semblanza de
Sir William Rowan Hamilton (p. 54), Semblanza de Arthur Cayley y el algebra de
matrices (p. 76), Semblanza de Gottfried Wilhelm Leibniz, Augustin-Louis Cauchy y
Breve historia de los determinantes(p. 228) presentes en el libro de Algebra Lineal de

Grossman y Flores (2012).

4.3.2. Sesion de clase 2
En la sesion de clase 2, se abordan los tipos de matrices, el método para demostrar identidades
matriciales usando la igualdad de matrices, la utilizacién de propiedades para los diferentes

tipos de matrices en ejercicios tedricos y practicos

Tareas desarrolladas
3. Considere las siguientes matrices de tamafio n X n:

* A esuna matriz triangular superior
* B es una matriz triangular inferior

C es una matriz simétrica

* [ es una matriz identidad
Indique si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas.

A + B es una matriz diagonal
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AC es una matriz simétrica

Al es una matriz triangular superior
B + C es simétrica

I + I es una matriz diagonal

4. Discuta si puede existir una matriz antisimétrica con elementos en la diagonal distintos

de cero.
5. Una matriz A cuadrada es idempotente si cumple A% = A.

*  Compruebe que la siguiente matriz es idempotente

o

I
gl o vl =
vl v N

*  Demuestre que si 4 es idempotente entonces A™ = A conn > 2.

*  Considera la matriz A, encuentre una formula para establecer ejemplos de matrices

idempotentes de tamafio 2 X 2

6. Propiedades de la transpuesta de matrices

Sea A una matriz de cualquier tamafio y a un escalar

(ad)t = aA® (*)

(A+ B)t = At + Bt (%)

(ADF =4

(AB)t = BtA (*)

7.  Demostrar las propiedades de matrices enmarcadas con (¥).
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8. Como ejemplo de la propiedad de sumatoria utilizada en la demostracion de producto

de matrices: Compruebe que se cumple
3 4 4 3
PIITEDIPICE
k=1 v=1 v=1 k:]_

6. Una matriz A cuadrada es ortogonal si AA* = I. Comprobar que la siguiente matriz es

ortogonal para cualquier valor de 8 (Ejemplo tomado de Apostol, 2001, p.755).

(cos(@) —sen(H))
sen(6) cos(0) )

7. Para cada una de las proposiciones siguientes acerca de las matrices n X n, dar una

demostracion o en su lugar un contra ejemplo. (Tomado de Apostol, 2001 p.755)

a) SiAY B son ortogonales, A + B es ortogonal.
b) SiAY B son ortogonales, AB es ortogonal.
c¢) SiAY AB son ortogonales, B es ortogonal.

8. Determinar en caso de que existan, todas las matrices B que satisfacen cada igualdad

(Ejercicio tomado de Costa, Rossignoli, Sorichetti y Vampa, p.44, 2018)

G —21)+B=Bt+(411 —11)

(515 _21) +B=2Bt+ (411 _11)

Demostrar que si A es una matriz nxn, entonces A + A® es una matriz simétricay A — A* es
antisimétrica. De un ejemplo con una matriz de 2x2 (Ejercicio tomado de Costa, Rossignoli,

Sorichetti y Vampa, 2018, p.44)

9. Considere las siguientes matrices, identifique cuales operaciones se pueden efectuar y

calcule en caso de que esté definido:

1 -1 0 ~3 10 7 13
A=<O 1 1>, B=<0 15 14 5>,c=(‘]LO 4 11)

2 =3 10 2 -3 10 3 > 9 3
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Operaciones:

* A + 13

«  (4B)f

« BtAt

. ct

. UB)Ct

4.3.3. Sesion de clase 3
Se da una introduccidn al ingreso de matrices y operaciones con matrices en el lenguaje de

programacion R, por medio de la utilizacion del software R Studio.

10. Investigue como ingresar a RStudio datos de un archivo de Excel. Convierta los datos a
formato matriz con la funciéon as.matrix(A), donde A es el nombre del archivo de

Excel. Tome como ejemplo la siguiente matriz:

10 20 10 50 30 44 50 13 10
10 20 10 50 30 44 50 13 10
10 20 10 50 30 44 50 13 10
10 20 10 50 30 44 50 13 10
10 20 10 50 30 44 50 13 10
10 20 10 50 30 44 50 13 10
o 0 0 O O O O 0 O
o 0 0 O O O O 0 O
o 0 0 0 O O O 0 O

~
Il
SoOoRRRRRR

11. Ingrese la matriz B con la funcién matrix.

B=(1 2 3 4 5 6 7 8 9 10)
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

- Cual es el tamafio de la matriz resultante de realizar B - A

*  Realizar la operacion B - A en R.

12. La esta actividad vamos a reconocer una de las importancias de utilizar software para
ejercicios de algebra de matrices que es el tiempo de resoluciéon de ejercicios,

considera el siguiente codigo:

89



n=2
A=matrix(sample(-10:10,n*n),ncol=n)

B=matrix(sample(-10:10,n*n),ncol=n)

A
## o [1][,2]
#H1,] 5 -5
2] 2 -6
B

## o [1][,2]
#H1,] -7 4
#12,] -6 -2

En el fragmento de codigo, n representa el tamafio de la matriz cuadrada y la funcion sample
realiza una aleatorizacion de nimeros enteros entre un rango de -10 a 10. Ahora, aumente el
valor de n en 5, 8 y 12 para realizar las siguientes operaciones, tome el tiempo cronometrado
que toma en realizar las operaciones con papel y lapiz, ademas realice las operaciones en el

software:
A+B
A-B
B-A

Verifique si los resultados obtenidos con papel y lapiz son iguales a los que obtuvo en el

software.

6.4. Sesion de clases 4
En la seccion de clase 4, se imparte la definicion de inversa de matrices y el método para
encontrar la inversa en matrices que poseen inversa. Se menciona el método para encontrar

el rango de una matriz.

Tareas desarrolladas

13. {Se puede encontrar una matriz inversa para A?
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14. Encuentre matriz inversa de B
_(2 1
B= (3 0)

15. Demuestre cada uno de los siguientes puntos. Si A™! es la inversa de A, entonces:

c@AH=4
-1 -1,

. ((XA) = EA

16. Con la matriz A del ejemplo anterior, verificar que se cumple la siguiente igualdad

AATL=AT1A=1

17. A lamatriz (A|I) del ejemplo anterior aplique el cambio de fila f; < f3, luego aplique

el procedimiento para encontrar la inversa de A sin volver a utilizar el cambio de fila.

18. Considere las matrices R, Sy U

0o 1 -1 -1 5 -1 5
R=<4 -3 4), S=<2 —2>, U=<—3 —2>
3 -3 4 3 5 7 4

Calcule la matriz inversa de R y determine la matriz W que satisface la siguiente igualdad
R(W*® +S) = U, (Tomado de Mora et al., 2018 p.13)

19. Sea A una matriz de tamafio 3 X 3. Si § se obtuvo aplicando la operacion elemental
3fi +f2 a la matriz A y B se obtuvo aplicando la operacién elemental —2f,.

Justifique si se concluir que S sea equivalente a B o que B sea equivalente a S.

20. Encontrar el rango de las siguientes matrices:
1 0 0 1 5 3
A=(4 7 5|, B=[1 1 0
0 8 0 0 9 1
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4.3.5. Sesion de clase 5
Se abordan dos aplicaciones de matrices, las cuales corresponden a regresion lineal por medio
del método de ajuste de minimos cuadrados y el andlisis de semantica latente. Estas dos

aplicaciones se enseian por medio de la utilizacion software R.

Tareas desarrolladas

21. Supongamos que un contratista de obra ofrece los siguientes tipos de viviendas

residenciales que tienen los requisitos de insumos indicados en la tabla siguiente:

Vivienda e Acero Madera Vidrio Mano de obra
insumos

Campestre 5 20 16 17

California 7 18 12 21

Colonial 6 25 6 13

Supongamos ahora que el contratista mencionado recibe un pedido para construir 5 casas

de tipo campestre, 7 del tipo California, y 12 del tipo Colonial.

Determinar el requerimiento de insumos (Cantidad de materiales y mano de obra) por

medio de la relacion.
R =xA

Donde x corresponde a una matriz columna de los requerimientos y A los datos que se

disponen en la tabla.

22. Realizar un andlisis de regresion de minimos cuadrados utilizando los siguientes

datos, que corresponden a las exportaciones de moluscos y peces en Costa Rica,
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para predecir cuantos kilos se exportaran en el 2019, suponiendo que el

comportamiento es lineal. Los datos fueron escogidos de forma aleatoria.

Ano | Kilos

1999 | 2197498

2001 | 32033516

2002 | 32394710

2007 | 15895804

2010 | 12813288

2011 | 14632046

2012 | 17818512

2015 | 13630430

Nota: Datos tomados Estadisticas ambientales producidas por el INEC

23. Calcule la matriz de terminos-terminos y documentos-documentos del siguiente

parrafo (Datos tomados de Grarajes, 2018):

De seguir a este ritmo, a nivel mundial, la ONU estima que para el 2050 habra mas plastico

que peces en el mar.
El 80% del plastico desechado es lanzado al mar.

De acuerdo con el Programa de Naciones Unidas para el Desarrollo (PNUD), la industria del

plastico es la tercera industria mas grande de Costa Rica.
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El problema es que la cantidad de plastico que desechamos también es sorprendente. Segun

el PNUD, por dia, Costa Rica desecha cerca de 550 toneladas de plastico diariamente.

A pesar de los esfuerzos que hace el pais por cuidar el ambiente, los expertos concuerdan en

que una de las mayores debilidades es la falta de una ley que regule el uso del plastico.

4.3.6. Sesion de clase 6

Se dan las bases tedricas para demostrar teoremas sobre determinantes y calcular

determinantes utilizando la definicion y sus propiedades. Ademads, se considera el resultado

de que una matriz es invertible, conociendo el valor de su determinante.

Se introduce la utilizacion del software R Studio para el calculo de determinantes.

Tareas desarrolladas

24.

25.

26.

27.

28.

Realizar el procedimiento para encontrar el determinante de la matriz A del ejemplo

anterior, utilice la definicidn en la fila 2 y luego en la fila 3.

Analice que sucede con el determinante si aplicamos la definicion operaciones

elementales a las filas ;Qué se puede concluir?

De ejemplo de una matriz de tamafio 2x2 con determinante distinto de cero.
Encuentre una relacion del determinate de A cuando se aplica operaciones
elementales en la fila. A partir de las conclusiones determine el determinante de B

aplicando operaciones elementales de fila

1 2 5 6
o 1 2 9
3_3—1002
1 3 21

Demuestre por medio de contracjemplo que dado A y B matrices cuadradas,

|A+ B| # |A| + |B|

Calcule el determinante de B aplicado la definicion en cualquier fila, adiccionalmente
aplique el mismo método, pero aplicado a cualquier columna. (El resultado es el

mismo?
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29. Una de las aplicaciones de determinantes en matrices de tamafio 2 X 2 es el calculo
de area de paralelogramos. Considere dos vectores direccionales u = (uy,u,) yv =

(v4,v3) , el area del paralelogramo determinando por esos vectores se puede calcular

Uy U
|171 172|

Grafique los vectores direccionales u = (1,1) y v = (1,—2). Calcule el &rea del

paralelogramo utilizando el determinante.

30. Determine si las siguientes matrices poseen inversa y calcule la inversa utilizando el

determinante
1 0 0 0 10
5 3 2 é _313}:110 2 3 -2 -9 4
106 4, |7 5, o 3 | |3 -6 2 =35
1 20 11 -9 8 —= 5 -7 6 0 6
7 —-15 -7 -1 4

31. La férmula para obtener la estimacion de coeficientes por medio de regresion por

minimos cuadrados es:
g =XX)"1xty

Suponiendo que existe una relacion lineal y los supuestos para aplicar el modelo. ;Cual es la

condicion matematica para aplicar el método?

4.3.7. Sesion de clase 7
Se aborda el tema de sistemas de ecuaciones lineales. Se dan ejemplos de resolucion de
sistemas de ecuaciones cuadrados usando la Regla de Cramer. Ademas, se introduce el tema

de eliminacion gausiana y Gauss-Jordan en la solucion de sistemas de ecuaciones.

Tareas desarrolladas

32. La compaiiia Sunrise Porcelain fabrica tazas y platos de ceramica. Para cada taza o
plato un trabajador mide una cantidad fija de material y la pone en la maquina que
los forma, de donde pasa al vidriado y secado automatico. En promedio, un trabajador
necesita tres minutos para iniciar el proceso de una taza y dos minutos para el de un

plato. El material para una taza cuesta 25 ddlares y el material para un plato cuesta

95



20 dolares. Si se asignan 44 dolares diarios para la produccion de tazas y platos,
(cuantos deben fabricarse de cada uno en un dia de trabajo de 8 horas, si un trabajador
se encuentra trabajando cada minuto y se gastan exactamente 44 dodlares en

materiales? (Tomado de Grosman y Flores, 2012 p.8,)

33. Determine el comportamiento de la solucién de sistema de ecuaciones lineales
cuando el determinante de la matriz de coeficientes es 0. Considere los siguientes

sistemas, calcule y determine si posee o no solucion.

xX+z = 2 31 +3x3 = 22
Zy = 6' le‘l‘zxz = 24
xt+ty+z = 5 X1 +x3 = 7

Determinar el valor de la constante K para que el siguiente sistema posea:

. Solucion tnica
. Solucione infinitas

*  No posea soluciones

x+y+kz = 2
3x+4y+2z = k
2x+3y—z = 1

34. Modelo abierto de Leontief : Se quiere calcular la demanda final a partir de una matriz

de tecnologia. Se tiene la siguiente igualdad:
(I—=A)X =D, donde A esuna matriz tecnoldgica y D indica la demanda final
Si la matriz de tecnologia es

Agricultura Siderurgia Carbon

Agricultura 0.1 0.01 0.01
Siderurgia 0.02 0.13 0.20
Carbon 0.05 0.18 0.05

Con un superavit de 2350 toneladas produccion agricola, 4552 acero y 911 de carbon.

Represente el sistema y calcular la produccion bruta.
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35. Plantee el sistema de ecuaciones lineales del siguiente problema y encuentre la

solucion:

Un departamento de pesca y caza del estado proporciona tres tipos de comida a un lago que
alberga a tres especies de peces. Cada pez de la especie 1 consume cada semana un promedio
de 1 unidad del alimento A, 1 unidad del alimento B y 2 unidades del alimento C. Cada pez
de la especie 2 consume cada semana un promedio de 3 unidades del alimento A, 4 del By
5 del C. Para un pez de la especie 3, el promedio semanal de consumo es de 2 unidades del
alimento A, 1 unidad del alimento B y 5 unidades del C. Cada semana se proporcionan al
lago 25 000 unidades del alimento A, 20 000 unidades del alimento B y 55 000 del C. Si
suponemos que los peces se comen todo el alimento, ;cuantos peces de cada especie pueden

coexistir en el lago? (Tomado de Grossman y Flores, 2012, p.17)

4.3.8. Sesion de clases 8

Tareas desarrolladas
36. De ejemplos de un sistema de tamano 3x3 que posee solucidon Unica, un sistema con
solucion que depende de parametros y un sistema que no posee solucion. Calcule el
rango de la matriz de coeficientes y matriz aumentada.
(Cuadl es la relacion que existe entre los rangos y la solucion del sistema?
37. Un sistema es homogéneo cuando tiene la forma AX = 0. Encuentre la relacion de la

solucion comparandolo con el rango.

4.4. DISENO DE VIDEOS TUTORIALES

4.4.1. Guia de Video 1: Videos tutoriales sobre el uso de Ry RStudio
Objetivos del video:

Mostrar el proceso de instalacion de R y RStudio para sistema operativo Windows.
Manipular datos desde R.
Factibilidad de utilizar RStudio.

Ejemplificar el lenguaje de programacion R.
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Instalar y utilizar paquetes desde RStudio.

Utilizar Rscrip guardar funciones, comandos y datos.

Video 1: Instalacion de R y RStudio en sistema operativo Windows.

Introduccion del video: R es un software y lenguaje de programaciéon estadistico. El
software R es de licencia libre, multiplataforma y posee una gran variedad de paquetes.
Ademas, posee un entorno de desarrollo integrado conocido como RStudio que facilita la
utilizacioén de R. En este video se muestra el proceso de instalacion y utilizacion introductoria

de Ry RStudio.
Contenido y explicacion detallada del video:
Primera parte: Instalacion del software R

En la direccion https://cran.r-project.org/bin/windows/base/ se descarga el instalador de R

para Windows.

< C @ httpsy//cranr-projectorg/bin/windows/base B T

Download R 3.5.1 for Windows (62 megabytes, 32/64 bit)

Installation and other instructions
Mew features in this version

1f you want to double-check that the package you have downloaded matches the package distributed by CRAN, vou can compare the md3sum of the .exe to the fingerprint on the master server. You will need a
version of md3sum for windows: both hical and d line versions are available.

Frequently asked questions

s Does R run under my version of Windows?
s How do [ update pack in my, previous version of R7
» Should I run 32-bit or 64-bit R?

Please see the R FAQ for general information about R and the R Windows FAQ for Windows-specific information
Other builds
+ Patches to this release are incorporated in the r-patched snapshot build

* A build of the development version (which will eventually become the next major release of R) is available in the r-devel snapshat build.
* Previous releases

Note to webmasters: A stable link which will redirect to the current Windows binary release is
<CRAN MIRROR=/bin/‘windows base/release htm

La forma de instalar el programa, es abriendo el instalador descargado. Se escoge el idioma

para la instalacion del programa, luego se aceptan las condiciones de su uso.
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Seleccione el [dioma de la Instalacion .

Seleccione el idioma a utilizar durante la
instalacion;

Espariol w

Cancelar

[E;’ Instalar - R for Windows 3.5.1 # ®

Informacion

Es importante que lea |a siguiente informacidn antes de continuar,

Cuando esté listo para continuar con la instalacién, haga dlic en Siguiente,

GNU GEMERAL PUBLIC LICENSE A
Wersion 2, June 1991

Copyright {C} 1989, 1391 Free Software Foundation, Inc.

51 Franklin 5t, Fifth Floor, Boston, MA 02110-1301 USA

Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies
of this license document, but changing it is not allowed.

Preamble

The licenses for most software are designed to take away your

freedom to share and change it. By contrast, the GNU General Public

License is intended to guarantee your freedom to share and change free
software—to make sure the software is free for all its users, This

General Public License applies to most of the Free Software w

Cancelar

Se puede seleccionar cualquier carpeta en la computadora para su instalacion. Posteriormente

se escogen los componentes para su instalacion.

ﬂ’__’jﬂ Instalar - R for Windows 3.5.1 —

Seleccione la Carpeta de Destino
&Donde debe instalarse R for Windows 3.5.17
El programa instalara R for Windows 3.5.1 en la siguiente carpeta.

Para continuar, haga dic en Siguiente. Si desea selecdonar una carpeta diferente,
haga dic en Examinar,

|C: \Program Files\R'R-3.5.1

Se reguieren al menos 1,2 MB de espadio libre en el disco.

< Afras

Examinar...

Cancelar

>

ﬁ%’ Instalar - R for Windows 3.5.1 —

Seleccione los Componentes

£Qué componentes deben instalarse?

Seleccione los componentes que desea instalar v desmargue los componentes que no
desea instalar, Haga dic en Siguiente cuando esté listo para continuar.

Instalacion del usuario |
Core Files 84,1 MB
32-bit Files 43,5 MB
64-hit Files 51,3MB
Message translations 7.3MB
La selecdon actual requiere &l menos 133,0 MB de espado en disca,
< Atrds Cancelar

Luego da una opcion para agregar el programa al inicio (de no quererlo asi se selecciona no

crear carpeta al mena de inicio). A la préxima opcidn se le da siguiente y comenzara la

instalacion del software.
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ﬁJ Instalar - R for Windows 3.5.1 =

las Tareas Adici
£Qué tareas adidonales deben realizarse?

Seleccione |as tareas adidonales que desea que se realicen durante la instalacidn de R

for Windows 3.5.1 y haga dic en Siguiente.

Iconos adiconales:

[] Crear unicono en el escritorio

[ crear un icono de Inido Répido

Registro de entradas:

Guarde el nimero de versidn en el registro

Asodar archivos .RData con R

*

R

Seleccione la Carpeta del Menii Inicio

3 Instalar - R for Windows 2.5.1 - *

R

iDénde deben colocarse los accesos directos del programa?

Iﬂ El programa de instaladén ceara los accesos directos del programa en la
B Souiente carpetz del Ment Inicio.

Para continuar, haga dic en Siguiente. 5i desea selecdonar una carpeta distinta, haga
dlic en Examinar,

|E Examinar...

[INo crear una carpets en el Men( Inido

R e <Aras |[Siguente> | | Cancelar
Al finalizar la descarga de R
Segunda parte: Instalacion de RStudio
La version libre de RStudio se encuentra en la
https://www.rstudio.com/products/rstudio/download/ .
<« C @ https//wwwirstudio.com/products/rstudio/download/#download H a v« 6
Products Resources Pricing About Us Blogs Q
Installers for Supported Platforms
Installers Size Date MD5
Vs \ 8/10 858 MB 2018-10-29 58b3d796d8cf961b8580c62f46abcids
- Mac OS X 10.6+ (64-bit) T45MB 2018-10-29 a79932badd7daaa86a8da®1948278d94
RStudic 1.1.463 - Ubuntu 12.04-15.10/Debian & (3 893 MB 2018-10-29 8ab755fa9fae2bafce289df3358aaf63

RStudio 1.1.463 - Ubuntu 1

RStudio 1.1.46

RStudic 1.1.463 - [+/openSUSE 13.1+(3

RStudio 1.1.463 -

Fedora 19+/RedHat T+/openSUSE 13.1+ (64-bit)

90.6 MB

bc50d6bd34926clcc3aeda209d67d649
cfd659db18619¢cc78d1592fefaa7c753
742f@bad6@dfeaa3281576el4ad6699e

2018-10-29 c7303067a@ca99deea7ed27b856952d1

Luego de abrir el instalador de RStudio se la da la opcion de siguiente, luego se puede escoger

una carpeta pasa su instalacion y luego se pulsa la opcion de instalar.
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(37 Instalacién de RStudio

Begir lugar de instalacion
Elija €l directorio para instalar RStudio,

El programa de instalacion instalara RStudio en el siguiente directorio. Para instalar en un
directorio diferente, presione Examinar y seleccione otro directorio. Presione Siguiente para
continuar,

Directorio de Destino

Espacio requerido: 489,4MB
Espacio disponible: 807.0GE

Wullsoft Install System v2.50

<atrds || Siguentz > | | Cancelar

Mullsoft Install System w2.50

Selecdone una carpeta del Menu Inico en la que guiera crear los accesos directos del
programa. También puede introdudr un nombre para crear una nueva carpeta,

|

Accessibility
Accessories
Administrative Tools
Herramientas de Microsoft Office
HP

IHMC CmapTools
Java

Maintenance
MikTeX 2,9

PC5X2

Python 2.7

[IMo crear accesos directos

< Afras ! Instalar

4.4.2. Video2: Utilizacion de R

Al abrir el software R se muestra la consola. En esta ventana se digitan funciones o codigos

que se quieren trabajar.

| R RGui (64-bit)

Archivo  Editar Visualizar Misc Paquetes Ventanas Ayuda

| [ nsole

R version 3.5.0 (2018-04-23) -- "Joy in Playing™
Copyright (C) 2018 The R Foundation for Statistical Computing
Platform: xEG_ée—wGe—minngZ/xG& (64-bit})

R es un software libre y viens sin GARANTIA ALGUNA.
Usted puede redistribuirlo bajo ciertas circunstancias.
Escriba 'license ()" o "licence(}'

;. ‘R es un proyecto colaborativo con muchos contribuyentes.
Escriba 'contributors()' para obtener mas informacién y

Escriba 'demo(}'
o 'help.starc(}’'
Escriba 'g()' para salir de R.

para demostraciones, 'help(}’'

[Previously saved workspace restored]

> |

para detalles de distribucion.

'citation()' para saber cémo citar R o pagquetes de R en publicaciones.

para el sistema on-line de ayuda,
para abrir el sistema de ayuda HIML con su navegador.

Ejemplo: Crear vectores numéricos con la siguiente informacion y luego realizar una grafica

de puntos con la funcion plot().

X=(1,2,3,4,5,6,7,8) , Y=(1,4,9,16,25,36,49,64)

101




R R Console = R R Graphics: Device 2 (ACTIVE) (===
| ¢5,6,7,8)
> Y=c(1i,4,9,16,25,36,49,64)
> plot (X, Y)
>
Q
o _|
w
S sl
w o
o _|
=T
[e)
5o
o
o
o _|
o™
[s]
o _|
A (o]
Lo
a - s
| I I | I I | I
1 2 3 4 5 6 7 8
X
Ejemplo crear la siguiente matriz y visualizarla.
T &
—r=it | ‘M ==
it R Console ElELETE . Data: M =, -
V1 vz V3
> M=matriz(1:9,ncol=3,byrow=IRUE
> M 3
[-1] [-2]1 [.31]
[1,] i 2 3 - s
(2,1 4 5 &
[3,1 7 g :]
> View (M)
>

Para limpiar la consola de R, se digita las teclas ctrl L. Al limpiar la consola no se pierden

los datos ingresados.
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» R Console E=a HoH(<™

> M

[.11 I.21 [.3]
[i,1 1 5 3
2,1 4 5 &
[3,1 ) g 9
> |

Por lo general se utiliza RStudio, que es un entorno de desarrollo integrado de R, lo que
facilita el manejo de herramientas como la instalacion de paquetes, visualizacion de datos,

creacion de documentacion, entre otras.

Al abrir por primera vez RStudio, se muestran tres ventanas de trabajo. La ventana izquierda
es la consola de trabajo, en la derecha superior se importan datos y se muestran las variables
que se trabajan, y en la parte derecha inferior, se instalan paquetes, se muestran las graficas

y el escritorio donde se trabaja.

(5] RStudia ~ B
File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help
o - i ~ Addins ~ ] Project: (None) ~
Consle 5 Environment History Connections i
© New Connection
R version 3.5.2 (2018-12-20) -- 'l'Eggsheﬂ Ig1_oo'l' . Connection Status
Copyright (C) 2018 The R Foundation for Statistical Computing
Platform: x86_64-wb4-mingw32/x64 (64-bit)
R is free software and comes with ABSOLUTELY NO WARRANTY.
You are welcome to redistribute it under certain conditions.
Type 'license()' or 'licence()' for distribution details.
R is a collaborative project with many contributors. = =—
Type 'contributors()' for more information and Hes [Pt i o Bl Nicwes = =
"citation()' on how to cite R or R packages in publications. © | NewFolder | @  Delete || Rename = {J§ More ~
. y , . . A Home
Type demo() ‘for some demos, he]p_() for on-1ine help, or A Name Size Modiied
help.start()' for an HTML browser interface to help. -
Type 'q()' to quit R. @7 Rpata 2.7KB Feb 18, 2019, 9:28 PM &
1 Rhistory 143 KB Feb 28, 2019, 2:01 PM
[Workspace Toaded from ~/.RDatal otem
g 07]1R 21KB May 8, 2018, 4:20 PM
T 12342338.pdf 1.3 MB Oct 6, 2018, 10:55 AM
| 2013_Dan.zip 2.2 MB Jul 3, 2016, 9:35 AM
W] 7 de mayo del 2018.docx 12,5 KB May 4, 2018, 10:49 AM
T 80 Gomez20024nalisis RevEMApdf  131.9KB Oct 6, 2018, 3:33 PM
T oopisenoProduciMedios.pdf 184.2 KB Oct 11, 2018, 2:58 PM
a4

Analisis de datos en R

Apunteshiodulo2MAD3.pdf 3.6 MB Oct 10, 2018, 8:00 PM

ke Apunteshodulo4MAD.pdf 760.4 KB Oct 6, 2018, 10:55 AM

| autorun.inf 308 Jun 26, 2002, 4:00 PM
Rase de datnsl.accdh 340 KR Nov 73 2018 7:52 M Y
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Al hacer los ejemplos anteriores se ven los datos de X,Y y M en la parte derecha superior y

la grafica en la parte derecha inferior.

e RStudio e
File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help
e - X T - = Addins ~ %] Project: (Mene) ~
Console - = Environment  History Connections =
> %=c(1,2,3,4,5,6,7,8) = 3 | [#Import Dataset = | & List =
z ;;;&le\g ,16,25,36,49,64) 7} Global Environment +
> M=matrix(1:9,ncol = 3,byrow = TRUE) Data
b M dint [1:3, 1:31 1472583689
values
X num [1:8] 12345678
¥ num [1:8] 1 4 9 16 25 36 49 64
Files Plots Packages Help Viewer ==
A Zoom  -Tipot~ | O | § 45, Publish
e T ©
> o
o o 5 T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8
X
Para guardar lo digitado en la consola, se crea un RScrip que se encuentra en la parte
izquierda.
File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help
Q ~| O - ~ Addins ~
@ Rscript  Ctrl+shift+N
%"- R Motebook 7 . 8)
36,49,64)
@ R Markdown...

R Shiny Web App.. 1 = 3,byrow = TRUE)

Text File

dp

C++ File

= R Sweave
R HTMIL

R Presentation

@ 3] ® [0

R Documentation
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Luego, se digitan las funciones que se trabajan en la consola (Nota: llamaremos funcione a
los comandos acompafiados con ()) y para agregar algiin comentario se pone el simbolo #

acompafiado de los comentarios. Se guarda el archivo en cualquier lugar de la computadora.

Ahora, se borran los datos en el sistema de R por medio del icono en forma de brocha que se

encuentra al lado superior derecho

Environment History Connections

= ~* Import Dataset - -

'1 Global Environment = Clear chjects from
the workspace

Data

M int [1:3, 1:31 147258369
values

X num [1:8] 12 3 4567 8

Y num [1:8] 1 4 9 16 25 36 49 64

Seguidamente, con ayuda de las funciones que se encuentran en RScrip se van a volver a

ingresar los datos. Para ello se seleccionan las funciones y se corre por medio de comando

RUN que se encuentra en la parte superior del RScrip.

@7 Eemplol.R
Source on Save 1'\ i S bl i* Source *

1

2 X—c(l,2:3.4,5,6.7;8)

3 ¥=c(1,4,9,16 ES,JE 49 §4)

4 plot(X,Y)

5 M=matrix(1l:9,ncel = 3,byrow = TRUE)

1:1 (Top Level) = R Script 2
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Instalacion de paquetes de R

En la parte derecha inferior se hace clic a Package. Muestra los paquetes que se encuentran

instalados, para utilizarlos se emplea en la consola la funcion library (nombre del paquete).

Ejemplo: Ingresar el valor a=3/10. Utilizar el paquete MASS para visualizarlo en forma

fraccionaria por medio de la funcidn fractions().

Console -/

= a=10/3

> a

[1] 3.333333

> library(MASS)
= fractions(a)
[1] 10/3

-

Para instalar paquetes se da clic a Install y se muestra una ventana. Basta indicar el nombre
del paquete para instalarlo. Se va a instalar el paquete matlib y es importante indicar la

instalacion de dependencias en la ventana.

Files Plots Packages Help Viewer

Ol Install  §@® Update

Description Version
User Library
abind Combine Multidimensional Arrays 1.4-5
antiword Extract Text from Microsoft Word Documents 13
askpass Safe Password Entry for R, Git, and SSH 1.1
assertthat Easy Pre and Post Assertions 0.2.0
av Working with Audio and Video .2
backports Reimplementations of Functions Introduced Since R-3.0.0 1.1.2
basebdenc Tools for base64 encoding 0.1-3
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Install Packages

Install from: t! Configuring Repositories

Repository (CRAM) >

Packages (separate multiple with space or commaj:

| matlib

Install to Library:
Ci/Users/Gollo/Documents/Riwin-library/3.5 [Default] X

+Install dependencies

Install Cancel

4.4.3 Guia de Video 2
Lenguaje de programacion R con ejemplos

Objetivo del video: Introducir el lenguaje de programacion de R, por medio de ejemplos

para la manipulacion de funciones, lenguaje condicional (if else) y bucles (for, while) en R.

Explicacion introductoria del video: Este video explica como utilizar el lenguaje de
programacion de R. Los ejemplos estan orientados a la utilizacién de funciones, bucles y

lenguaje condicional en programacion.
Programacion en R

Estructura de while: while( Condicion para efectuar la operacion ) { Operacion que se

quiere realizar)

Estructura de if: if( Condicion ) { Operacion que se quiere realizar si la condicion es cierta

Jelse{Operacion que se quiere realizar si la condicion es falsa }.
Estructura for: for(i in v){instruccion con i}, i variable y v es un vector.

Ejemplo: Considerando un valor entero m cualquiera . Programar con while la siguiente
condicién recursiva: Para valores de m menores a 30, efectué la siguiente operacion m =

m? + m + 1. Observar el valor resultante de m.
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m=-1 # Numero entero
while(m<30){m=m"2+m+1}

m
##[1] 183
Lo que realiza la condicion while es lo siguiente:

Como m = —1 se cumple la condiciéon m < 30, realiza la operacion m = (=1)% + (—=1) +

1=1.

Ahora m = 1 se vuelve a cumplir la condici?n m < 30, realiza la operacion m = (1)? +

(1) +1=3.

Sucesivamente realiza este proceso hasta llegar con una condicion que no cumpla que m <

30.

Para observar todos los valores de m se utiliza la funcion print() dentro de la programacion

del while.

m=-1

while(m<30){
m=m”"2+m+1
print(m)}

m

Nota: En este ciclo se tiene que definir intuitivamente una condici?n para detener el ciclo.
Como ejemplo, para m = 0 ingresar while(m < 30){m = m? + m; print(m)} en la
consola de R. Se observa que la consola solo indica 0, para detener el ciclo se puede pulsar

la tecla esc en el teclado o dar sfop en la consola de R.

Ejemplo: Considerando un valor n cualquiera. Programar con if una instruccion que indique

si el nimero es positivo o negativo.

Una opciodn es:
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n=-15
if(n<0){
print(" El nimero es negativo")
lelse{
print(" El nUmero es positivo")

Nota: Se pueden agregar mas condiciones if en una misma instruccion.

Ejemplo: Considerando un valor n cualquiera. Programar con if una instruccion que

indique si el nUmero es positivo, negativo o cero.

n=0
if(n<0){
print(" El nimero es negativo")
lelse if(n>0){
print(" El nUmero es positivo")
lelse{

print(" El nUmero es cero")}
Ejemplo: Programar la suma de niumeros naturales consecutivos del 1 al 50 con for.

Por lo general en la programacion se utilizan contadores iniciales para guardar los datos
resultantes. Para este ejemplo, se utilizard una variable llamada suma fuera de la instruccion

fory el valor va a ser a un inicio de 0.

suma=0
for(i in 1:50){suma=suma-+i}

suma
El procedimiento del for es el siguiente:

La suma empieza en cero. Cuando i = 1: suma =0+1 = 1.
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Luego, del proceso anterior la suma es 1 y el contador se mueve una unidad (i = 2), lo
cual se obtiene suma = 1 + 2. El proceso continua sucesivamente hasta que el contador i

llegue a 50.

Programacion de funciones (function) en R: Se habla de funciones a todas aquellas
expresiones acompariadas con paréntesis (). Por defecto R posee una variedad de funciones,
como es el caso de la funcion para ingresar vectores c¢(). En esta parte el enfoque esta en

programar funciones para ser utilizadas.

Estructura: nombre de la funcion = function ( variable o variables){ Instrucciones para la

funcion}.

Ejemplo: Programar una funcion llamada idnum que indique si el numero es positivo,

negativo o cero.

idnum = function(n){
if(n<0){
print(" El nUmero es negativo")
lelse if(n>0){
print(" El nimero es positivo")
lelse{
print(" El nUmero es cero")
1}
##t#t# Para llamar a la funcion
idnum(3)
idnum(0)
idnum(-6)

Ejemplo: Programar una funcion llamada suman que permita realizar la siguiente sumatoria

~
Il
=
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suman=function(n){
suma=0
for(i in 1:n){suma=suma-+i}
return(suma)
}
##t#t# Para llamar a la funcion
suman(10)
suman(4)

suman(100)

La funcidn return() sirve para devolver el valor final en la funcion.

Otra forma para hacer esta funcion es utilizando el siguiente resultado.

zn: - n(n2+ 1)

i=1

De esta manera la funcion suman puede programarse de esta manera

suman=function(n){
suma=n*(n+1)/2
return(suma)

}

#### Para llamar a la funcion
suman(10)

suman(4)

suman(100)
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4.4.3 Video 3: Funciones de R para los temas de matrices, determinantes y sistemas de

ecuaciones lineales.

Objetivo del video: Utilizar funciones de R para los temas de matrices, determinantes y

sistemas de ecuaciones lineales, por medio de ejemplos para su manipulacion.

Explicacion introductoria del video: Este video explica como utilizar las funciones de R

para ingresar vectores, matrices y sistemas de ecuaciones lineales.
Ingreso de vectores en R

Para el ingreso de vectores en R se utiliza la funcion c(aq, ay,...,a,) donde (a4, a,,...,a,)

es el vector con el que queremos trabajar.

Ejemplo 1: Ingresar los siguientes vectores z = (5,1,3) v = (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10), w =
(2,2,2,2), x vector vacio, y = (1,3,5,7,9) en R.

Para ingresar z solo digitamos lo siguiente en la consola de R
z=c(5,1,3)

R posee funciones particulares para ingresar vectores. Se observa que las entradas de v son
numeros enteros consecutivos del 1 al 10, por lo cual se puede utilizar el siguiente comando

a:b el cual obtiene niimeros enteros consecutivos de a hasta b.
Nota: Se puede utilizar la funcion c(), también se puede omitir dando el mismo resultado.

v1=1:10
v2=c(1:10)

Ahora, se ve que el vector w se compone de cuatro elementos repetidos, que en este caso son
2. Para este tipo de vectores se utiliza la funcion rep(a,n) donde a es el nimero que se

quiere repetir y n la cantidad de veces.
w=rep(2,4)

Para la creacion del vector vacio se utiliza solamente la funcién c() sin valores. Esta

funcion es util para la programacion.
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x=c()

Para ingresar el vector y se utiliza la funcion seq(a, b, by = n) donde a es un valor inicial y
b valor final de un intervalo y n es una constante que suma desde valor incial y toma los

valores hasta finaliza el proceso en el valor final.
y=seq(1,10,3)

Operaciones con vectores

Siu= (uy, ", uy),v = (v, .1,) son vectores, se definen:
Suma de vectores: u + v = (uy + vy, 1, Uy + V)

Resta de vectores: u — v = (uy — vy, ***, Uy — V)

Producto punto: u - v = uyv; + uyv, + -+ u, v,

Norma de vector: ||u|| = Vu-u = Ju? + u? + - + u?

Distancia entre vectores: d(u, v) =/ (v; —uy)? + (v —Uz)? + -+ + (v, — Uy)?
Ejemplo 2: Considere los vectores u = (3,10,11,12,27), w = (3,4,15,18,28).
Para realizar u + w y u — w se utilizan las operaciones usuales.

u=c(3,10,11,12,27)
w=c(3,4,15,18,28)
Vsuma=u+w

Vresta=u-w

Observe que se agregd el nombre de las operaciones como Vsuma y Vresta. Esto se realiza

con el proposito para utilizar el resultado, después solo indicando el nombre que se asigna.
Para realizar el producto punto u - w se utiliza el operador % * %.

u=c(3,10,11,12,27)
w=c(3,4,15,18,28)

Rprodpun=u%*%w
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Para la norma del vector u se utiliza la funcion sqrt() para sacar la raiz cuadrada de u -

u=ul+...+u

u=c(3,10,11,12,27)

Rnorma=sqrt(u%*%u)
Ejercicio
u=c(3,10,11,12,27)
w=c(3,4,15,18,28)

V=u-w

R=sqrt(V%*%V)
Matrices

La funcion que permite ingresar matrices en R es matrix(v,nrow=m,ncol=n,byrow=TURE)
donde v es un vector con las entradas de la matriz, m ntimero de filas, n nimero de columnas

y se ingresa byrow = TRUE para indicar que el vector v se encuentra acomodado en orden

de las filas.

Ejemplo 3: Ingresar la matriz A en R

2 0
A=1|4 3

6 2
Si se utiliza byrow=TRUE en la funcidon matrix, el vector que se tendria que ingresar es
(2,0,4,3,6,2).
M=matrix(c(2,0,4,3,6,2),nrow = 3,ncol = 2,byrow = TRUE)
Nota: Se puede solo indicar el nimero de filas o columnas.
M=matrix(c(2,0,4,3,6,2),ncol = 2,byrow = TRUE)

Otra forma seria ingresar el vector en orden de columnas y no se indica byrow=TRUE en la

funcion matrix().

M=matrix(c(2,4,6,0,3,2),ncol = 2,byrow = TRUE)
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Funciones para matrices

*  Suma de matrices: A+B

*  Resta de matrices: A-B

*  Producto escalar k a una matriz: k * A

*  Producto de matices: A% * %B

* Inversa de la matriz A cuadrada (en caso de existir): solve(4)
*  Determinante de la matriz cuadrada A: det(4)

*  Transpuesta de la matriz A: ¢#(4)

Ejemplo: Considerando la matriz A para realizar las siguientes operaciones matriciales

2 0 3
A=14 3 1
6 2 0

A=matrix(c(2,0,3,4,3,1,6,2,0),ncol=3,byrow=TRUE)

|A|A, A71A.

det(A)*A

##  [1][2][,3]

##[1,] -68 0-102
##[2,]-136 -102 -34
##[3,]-204 -68 0

solve(A)%*%A

# L1 [2103]

## [1,] 1.000000e+00 0.000000e+00 0
## [2,] 0.000000e+00 1.000000e+00 0
## [3,] 2.220446e-16 5.551115e-17 1
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Al observar el resultado de A71A4, se sabe que al efectuar la operacién da como resultado la
matriz identidad de tamafio 3x3. Por efecto de los métodos de la computadora da el resultado

que no es igual a la matriz identidad.

Sin embargo, el paquete MASS posee una funcion llamada fractions() que permite visualizar

los resultado en forma fraccionaria.

library(MASS)
A=matrix(c(2,0,3,4,3,1,6,2,0),ncol=3,byrow=TRUE)

fractions(solve(A)%*%A)

##  [1][2][3]
#1101 0 0
#1[2]0 1 0
#1(3]0 0 1

Sistemas de ecuaciones lineales

Para resolver sistemas de ecuaciones lineales se utiliza la funcion solve(4,b) donde A es la

matriz de coeficientes y b un vector de los resultados del sistema.

Ejemplo: Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones con R

_ x + 2y + 3z = -1 _ _
{—xx oo 3 Xtk 6= 2 {i A
y = 3x + 5y + 7z = 3 y o=

El primer sistema posee solucion unica.

A=matrix(c(1,-2,-1,3),ncol=2,byrow=TRUE)
a=c(-1,3)

solve(A,a)
##[1]32
La interpretacion de la soluciones x = 3,y = 2.

El segundo sistema la solucién depende de parametros.
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B=matrix(c(1,2,3,2,4,6,3,5,7), ncol=3,byrow = TRUE)
b=c(-1,-2,3)
solve(B,b)

## Error in solve.default(B, b): Lapack routine dgesv: system is exactly singular: U[3,3] =0

El tercer sistema no tiene solucion, al igual que el anterior sistema R proporciona un error.

C=matrix(c(1,-2,1,-2),ncol=2,byrow=TRUE)
c=c(-1,0)

solve(C,c)
## Error in solve.default(C, c): Lapack routine dgesv: system is exactly singular: U[2,2] =0

4.4.4. Titulo de video: Paquete rSymPy de R para los temas de matrices, determinantes

y sistemas de ecuaciones lineales con variables simbdlicas.

Objetivo del video: Utilizar funciones de Python en R para los temas de matrices,

determinantes y sistemas de ecuaciones lineales para definir variables simb?licas.

Explicacion introductoria del video: Este video explica como utilizar el paquete »SymPy
que es un paquete que permite trabajar variables simbolicas en R. Por ejemplo, no podemos

definir desde la consola de R una variable x.

Primero se instala el paquete »SymPy. Para utilizarlo luego de cargar el paquete, se introduce

la funcién sympyStart(), para que no haya errores en su utilizacion.

library(rSymPy)
sympyStart()

El lenguaje de programacion es diferente al de R, por lo cual se explica a continuacién su

utilizacion.

Definir variables Ejemplo: Definir las variable a y b con la funcién Var de rSymPy.

Realizar las siguientes operaciones

+=, (a+b)?

SIS
N Q
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a=Var("a")
b=Var("b")
a/2+a/2

Ahora, se observa que sucede cuando se realiza (a + b)2.

a=Var("a")
b=Var("b")
(a+b)r2

Para obtener el resultado la funcion sympy(“procedimiento”) y la funcion simplify() de

SymPy. Se utiliza ** para las potencias.

a=Var("a")
b=Var("b")
sympy("simplify((a+b)**2)")

Matrices Se resumen las siguientes funciones que se utilizan en SymPy. Etas se introducen

dentro de la funcidn sympy() y entre comillas.
Suma de matrices: A + B

Producto de matrices: 4 * B

Producto escalar por matriz: k * A
Potencia de matrices: A *x k

Inversa de matrices: A *x —1

Transpuesta de matrices: A.T

Matriz Identidad: eye(n)

** Matriz Nula:** zeros(m,n)
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Determinantes: A.det() Ejemplo: Ingresar la matriz A y calcular A'A — x%I5 con I5 la

matriz identidad

library(rSymPy)

sympyStart()

x=Var("x") #Definir variable x

sympy("A = Matrix([[0,1,x], [1,x,0],[1,2,x]])")
cat(sympy("A = Matrix([[0,1,x], [1,x,0],[1,2,x]])"))

La funcion cat() permite visualizar la matriz de mejor manera.
Sistemas de ecuaciones lineales:

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales

ax + by — cz = k
ex — fy + gz = u
hx — iy + jz = v

Se utiliza la funcidén Eq() en SymPy para indicar ecuaciones. Como ejemplo Eq(ax+ by - cz,k)

nos indica la ecuaci’n ax + by — cz = k. La funcién que permite resolver sistemas

ecuaciones es solve([ecuaciones separadas por comas],(variables separadas por coma))

x=Var("x")
y=Var("y")
z=Var("z")

sympy("solve([Eq(x +y +z ,-1),Eq(x+y + 2%z ,-3) ], (x, y, 2))")

de
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Capitulo V. Conclusiones y Recomendaciones

5.1. CONCLUSIONES

En cuando el objetivo general planteado que indica “Elaborar una propuesta didactica que
posea actividades para el uso de videos tutoriales que traten el uso del software R como un
apoyo para la ensefianza de los temas de matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones
lineales en el curso MAC411 Algebra lineal de la carrera Bachillerato en la Ensefianza de la
Matematica de la Universidad Nacional”, se puede concluir que la aplicacion del analisis
didactico, en particular el andlisis de instruccion, proporcion6 las herramientas necesarias
para la construccion de una propuesta didactica para temas del curso de algebra lineal y que
ademas, consideran las especificaciones de aprendizajes planteadas en el programa de estudio

BLEM-2017.

Con respecto al objetivo especifico de “Revisar libros de texto o cualquier otro material de
Algebra Lineal para la elaboracion del Analisis de Contenido en los temas de matrices,
determinantes y sistemas de ecuaciones lineales segun las especificaciones establecidas en el
BLEM-2017 para el curso MAC411 Algebra Lineal”, permitié visualizar que el orden de los
temas de Matrices y Sistemas de ecuaciones lineales puede variar. Es decir, dependiendo del
enfoque que se desee dar a la asignatura, se puede impartir, por ejemplo, primero el tema de
sistemas de ecuaciones lineales y después el de Matrices. En este aspecto, el disefo de la
propuesta didactica abarco el orden establecido en BLEM-2017 que considera primero

Matrices, luego Determinantes y por ultimo Sistemas de Ecuaciones Lineales.

Asimismo, la revision bibliografica de temas sobre Algebra Lineal permitio, por una parte,
seleccionar ejercicios en los cuales los estudiantes pueden incurrir a errores y, por otra, dotar
a los docentes que imparten el curso MAC411 Algebra Lineal, de material para ser utilizado
en clase y asi promover actividades con las que se puedan evidenciar los errores en que

incurren los estudiantes y aprender de ellos.

En esta misma linea, resulta relevante determinar el nivel de habilidad con que cuentan los
estudiantes en la educacidon secundaria y universitaria, en relacion con los topicos
relacionados con matrices, sistemas de ecuaciones y determinantes, ya sea por conocimientos
previos o bien como parte del desarrollo de las competencias del curso. No obstante, debido

a la pandemia de COVID-19 es posible que se suprimieran temas en la asignatura de
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matematicas de la educacion secundaria, por lo que en este caso el uso de videos, como los
propuestos en esta investigacion, pueden servir como complemento o herramienta para

impartir el curso.

Con respecto al objetivo especifico “Describir errores o limitaciones en el aprendizaje de los
temas de matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales, por medio de la consulta
de material o investigaciones relacionados a los temas de la propuesta” se concluye, que los
errores que pueden presentar los estudiantes cuando cursan Algebra Lineal son de notacion,
compresion del tema, errores en habilidades algébraicas por no manejar el tema y la

confusion al relacionar las operaciones usuales con las operaciones matriciales.

En cuanto los objetivos especificos de “Seleccionar problemas y ejercicios de los temas de
matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales para la elaboracion de actividades
de la propuesta didactica™ y “Seleccionar ejercicios para la ensefianza de los temas de
matrices, sistemas de ecuaciones lineales y determinante en el curso MAC411 Algebra Lineal
que posibiliten el uso del entorno estadistico R para su resolucion”, se concluye que la
seleccion, adaptacion y creacion de ejercicios es importante para el desarrollo de actividades

contempladas en la propuesta didactica.

Con relacion al objetivo especifico de “Crear Videos tutoriales, que muestren el uso del
entorno estadistico R para la resolucion de los ejercicios seleccionados sobre los temas de
matrices, sistemas de ecuaciones lineales y determinantes en el curso MAC411 Algebra
Lineal”, se concluye que los videos tutoriales son un recurso valioso en temas de matematicas

y al del aprendizaje de un software.

Tras la emergencia surgida por la pandemia de COVID-19, se presentd un cambio
metodoldgico y evaluativo en la ensefianza tradicional, al tener que hacer un uso intensivo
de la tecnologia como medida ante el cierre de las instituciones educativas. En este contexto,
la creacion de contenido relacionado con la ensefianza por medio de videos y aplicaciones,
entre otras herramientas diferentes a la tradicionales, resultaron ser recursos valiosos para

impartir lecciones en todos los niveles educativos.

Si bien las actividades de este proyecto se plantearon teniendo en cuenta que los docentes
iban a estar en una modalidad presencial, la pandemia oblig6 a la reformulacion de lo

inicialmente propuesto y fue necesario realizar adaptaciones. No obstante, se evidencia que
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la creacion de videos como se planted inicialmente, resultdé ser mas que adecuada, ante la
obligacion de utilizar de manera constante herramientas diferentes a las tradicionales para

ensenar.

Con respecto al objetivo especifico de “Validar la funcionalidad y calidad técnica de los
videos tutoriales disefiados a partir del criterio de expertos, para la elaboracion de una version
mejorada de los videos tutoriales en cuanto al contenido tematico, visual, auditivo y estético”,
se concluye que la revision de los videos y de la propuesta didactica disefiada como parte de
validacion, resulta valiosa para corregir todos aquellos errores o limitaciones que puedan

tener con base en la experiencia de docentes que imparten clases a nivel de universidad

En cuanto la seleccion del software R y su entorno de desarrollo RStudio como apoyo en el
aprendizaje, su eleccion se debid principalmente para contar con una gran variedad de
paquetes, manuales y recursos en linea que pueden ser aprovechados. Dichos programas,
suelen actualizarse con frecuencia, por lo cual se recomienda la instalacién de sus ultimas

versiones o utilizar su version en linea.

5.2. RECOMENDACIONES

Recomendaciones a docentes

Para la aplicacion de la propuesta disefiada, se recomienda a los profesores que imparten el
curso MAC411 Algebra Lineal la utilizacion de versiones recientes de los programas R y

RStudio.

La propuesta didactica disefiada se elabora a partir de los criterios establecidos en la primera
version del Plan de Estudio BLEM-2017. En el 2021 la Escuela de Matematicas propuso
cambios en el Plan de Estudio, por ello en caso de la aplicacion o adaptacion de la propuesta

didactica debe tomar en cuenta los actuales requerimientos del curso.
Recomendaciones a la Escuela de Matematicas

El abordaje de programas tecnoldgicos o la utilizacion de material didactico es una buena
eleccion para desarrollar habilidades de cursos con enfoque por competencias. Puede facilitar

la comprension de temas practicos y teoricos.
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LIMITACIONES

A causa de la pandemia, se modificaron los objetivos especificos para en el desarrollo del

Trabajo Final de Graduacion. Entre las limitaciones del estudio se encuentran:

Conseguir profesores universitarios de matematicas que colaboraran en la revision de
la Propuesta Didactica y en los videos tutoriales, debido a que se encontraban en
preparacion y adaptacion de modalidades virtuales. Se pudo optar de la validacion de
la Propuesta Didactica por medio de la aplicacion de la misma a los estudiantes
MAC411 Algebra Lineal, sin embargo, no se realiza por la misma situacién de
emergencia y adaptacion de modalidad virtual.

Se logro la revision de cuatro docentes que revisaron la propuesta didactica y los
videos tutoriales. Se contemplaba una mayor cantidad de profesores para la revision.
Aun un principio, se planted tener en cuenta el criterio de profesores universitarios
de matematicas, que se encontraban impartiendo el cualquier curso de Algebra
Lineal, para conocer los principales errores que cometen los estudiantes en dicho

curso.

Adicionalmente, se proponen las siguientes interrogantes que no fueron estudiadas en el

Trabajo Final de Graduacion, para futuros trabajos de investigacion:

(Existe diferencias en aplicar una metodologia tradicional comparada con la metodologia de

la Propuesta Didactica?

¢Cuéles son los errores especificos que cometen los estudiantes del curso MAC 411 Algebra

Lineal?

(La utilizacion de los programas R y RStudio proporcionan un mayor entendimiento en los

temas de matematicas?

Tomando en cuenta otras teorias de disefio de Propuestas Didacticas, ;Cual disefio es mejor

para la elaboracién de Propuestas Didacticas, para el desarrollo de habilidades en Algebra

Lineal?
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Anexos

Productos del proyecto

Link de Videos
https://voutube.com/plavlist?list=PL8cMDUi10 XON3nJbdbM312vIz4 tgK7axw

Link de Propuesta didactica
RPubs - Propuesta Didactica - Matrices, determinantes v sistemas de ecuaciones lineales
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Instrumento para la evaluacion de videos educativos

Titulo del video:

Tema del video:

Objetivo del video:

Nombre del experto evaluador:

Fecha:

Instrucciones: Por medio de la observacion del video, indique con una X en cada uno de los

criterios la calificacion que considera adecuada, donde los valores corresponden a:
1. Muy malo 2.Malo 3. Regular 4.Bueno 5.Muy bueno

Ademas, realice una observacion en cada uno de los criterios, sin importar la puntuacion

asignada.

Calificacion

Criterio de observacion 1(2(|3|4]|5 Observacion

1. La calidad de la resolucion del

video es

2. El audio del video es
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3. La duracién del video es

4. La organizacion de la secuencia

del video es

5. El tiempo de la explicacion de la

tematica es

6. Los ejemplos desarrollados son

7. Letra utilizada en el video es

136




8. La introduccion del video es

9. El desarrollo del objetivo en el

video es

Aspectos generales que se pueden mejorar en el video:

Muchas gracias
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Instrumento para la evaluacion de la propuesta didactica

Instrucciones: Evalué cada uno de los siguientes criterios indicando con una x en el recuadro

SI o NO se logré cumplir con lo indicado. Realice una observacion en cada uno de los

criterios sin importar la calificacion.

Criterios

Observacion

NO

SI

Observacion

1. La propuesta didactica desarrolla adecuadamente

la competencia establecida.

2. La propuesta didactica desarrolla adecuadamente

la subcompetencia establecida.

3. El propdsito general de la propuesta didactica es

pertinente para el aprendizaje.
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4. Se logra cumplir con los objetivos establecidos en

la propuesta didéctica.

5. Los ejemplos utilizados en la propuesta didactica
son adecuados para el aprendizaje establecido.

6. Ellenguaje y redaccion utilizada en la propuesta
didactica es la adecuada.

7. El tiempo establecido en la propuesta didactica es

adecuado para cumplir con el proposito de

aprendizaje.
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8. La evaluacion establecida en la propuesta
didactica, es la adecuada para cumplir con el

proposito de la propuesta didactica.

9. La duracion de las actividades en la propuesta

didactica es adecuada.

10. Se contemplan los saberes necesarios para el

desarrollo de la propuesta didactica.
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Revision de videos

En este apartado se muestra los resultados de la revision de los videos disefiados.

Tabla 10: Valoracion del Video 1

Criterio de

evaluacion

Valoracion

Completamente

desacuerdo

Desacuerdo

De acuerdo

Completamente

de acuerdo

La calidad de la
resolucion  del
video es

adecuada.

1

El audio del
video es el
adecuado
(permitiendo
escuchar la
explicacion sin
interrupciones
y sin ruidos en

el sonido).

La duracién del
video permite
la comprension
del tema

abarcado.

La

organizacion de

141




la secuencia del
video es la

adecuada.

Los ejemplos
desarrollados

en los videos
permiten la
compresion del

tema expuesto.

El video
permite

visualizar  de
buena manera
las letras e

imagenes

La introduccion
del video es la

adecuada.

Se desarrolla el
objetivo
establecido en

el video.

Tabla 11: Valoracion video 2

Criterio de

evaluacion

Valoracion

Completamente

desacuerdo

Desacuerdo

De acuerdo

Completamente

de acuerdo

La calidad de la

resolucion del

1
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video es

adecuada.

El audio del
video es el
adecuado
(permitiendo
escuchar la
explicacion sin
interrupciones
y sin ruidos en

el sonido).

La duracion del
video permite
la comprension
del tema

abarcado.

La

organizacion de
la secuencia del
video es la

adecuada.

Los ejemplos
desarrollados

en los videos
permiten la
compresion del

tema expuesto.

FEl video
permite
visualizar de

buena manera
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video es el
adecuado
(permitiendo
escuchar la
explicacion sin
interrupciones
y sin ruidos en

el sonido).

las letras e

imagenes

La introduccion 1 1 1

del video es la

adecuada.

Se desarrolla el 2 1

objetivo

establecido en

el video.
Tabla 12: Valoracion video 3

Criterio de Valoracion

evaluacion Completamente | Desacuerdo De acuerdo Completamente

desacuerdo de acuerdo

La calidad de la 2 1
resolucion  del

video es

adecuada.

El audio del 1 2
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La duracién del
video permite
la comprension
del tema

abarcado.

La

organizacion de
la secuencia del
video es la

adecuada.

Los ejemplos
desarrollados

en los videos
permiten la
compresion del

tema expuesto.

El video
permite

visualizar de
buena manera
las letras e

imagenes

La introduccion
del video es la

adecuada.

Se desarrolla el
objetivo
establecido en

el video.
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Tabla 13: Valoracion video 4

Criterio de

evaluacion

Valoracion

Completamente

desacuerdo

Desacuerdo

De acuerdo

Completamente

de acuerdo

La calidad de la
resolucion del
video es

adecuada.

2

El audio del
video es el
adecuado
(permitiendo
escuchar la
explicacion sin
interrupciones
y sin ruidos en

el sonido).

La duracién del
video permite
la comprension
del tema

abarcado.

La

organizacion de
la secuencia del
video es la

adecuada.
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Los ejemplos
desarrollados

en los videos

compresion del

tema expuesto.

permiten la

El video
permite

visualizar  de
buena manera
las letras e

imagenes

La introduccion
del video es la

adecuada.

Se desarrolla el
objetivo
establecido en

el video.

Tabla 14: Observacion video 5

Criterio de

evaluacion

Valoracion

Completamente

desacuerdo

Desacuerdo

De acuerdo

Completamente

de acuerdo

La calidad de la

resolucion del

2
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video es

adecuada.

El audio del
video es el
adecuado
(permitiendo
escuchar la
explicacion sin
interrupciones
y sin ruidos en

el sonido).

La duracion del
video permite
la comprension
del tema

abarcado.

La

organizacion de
la secuencia del
video es la

adecuada.

Los ejemplos
desarrollados

en los videos
permiten la
compresion del

tema expuesto.

FEl video
permite
visualizar de

buena manera
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las letras e

imagenes

La introduccion 1 2
del video es la

adecuada.

Se desarrolla el 3
objetivo
establecido en

el video.

De las tablas 10, 11, 12, 13 y 14, se encontrd un acuerdo de los evaluadores de que el tiempo
de los videos no es el adecuado, acuden a que son videos muy cortos y que se explica el

contenido rapido.

Correcciones de los videos
En este apartado se describe las correcciones que se realizaron en cada uno de los videos, de
acuerdo con los comentarios y sugerencias de los docentes revisaron los videos y de los

resultados obtenidos en la escala de evaluacidn.
Los cambios sugeridos por los evaluadores son:
Observaciones Evaluador 1:

Video 2 En el ejemplo del determinante sugiero separar, primero explicar la forma de
obtener el determinante y luego mostrar otro ejemplo en que se utiliza. La misma
observacion para el ejemplo que incluye la inversa. Separar y explicar en ejemplo
aparte lo relacionado con la inversa y luego utilizar en el otro ejemplo que incluye la
operacion con ella. En el caso del ejemplo relacionado con el sistema de ecuaciones
indicar que un vector es para los coeficientes del sistema y el otro es para los términos
independientes. Es mejor utilizar los nombres correctos que se utilizan en algebra

lineal.
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Video 3 En es te video siento que va muy rapido. Podria hacerlo mas despacio. Luego,
al obtener el rango se hace una pausa que considero es muy amplia. Considero
conveniente que una vez que aplica una funcion podria mencionarse el resultado
obtenido. Ej.: Para la matriz A dada su rango es 4. Al igual que para La seccion de
cofactores, sugiero hacerlo uno por uno, con detalle, pues me parece que el video va
muy rapido y eso hace que la persona se pierda con facilidad. También mencionar los
valores de cofactor para la matriz dada son: Me parece que pasa muy rapido a la
resolucion de sistema de ecuaciones. Puede hacerlo con mas calma. La misma
observacion para los graficos. Indicar por separado y con detalle, los graficos en 2D se
obtienen de la siguiente forma y luego lo hace para el 3D. Video 4 En la portada del
video 4 quitar la palabra temas En el video 4, se hace muy rapido lo de crear la cuenta
de Rcloud. En mi caso no logré seguirlo. Tener cuidado con el convertidor de voz con
los acentos o pronunciacion de las palabras En el caso de la funcion symply y la
transpuesta se comete un error, mejor editar el video y subirlo con la resolucion correcta
de lo planteado. Deja una impresion negativa subirlos con este tipo de dudas o errores.
Video 5 En el video 5. Se esta leyendo el ejemplo 2 y se esté trabajando en R a la vez.
La persona ni pone atencion al problema, ni logra seguir lo que se estad escribiendo en
R. Primero lea el problema, luego explique lo que se va a hacer y finalmente, resuelva
despacio con el software. Misma observacion para el ejemplo 3. Explique para que son
las matrices A, I, M D que esta creando. Debe indicar lo que esta haciendo para que la

persona pueda seguirlo en la explicacion.
Observaciones Evaluador 2

En general estdn bien. Recomendaria hacer una introduccion mas detallada que incluya
el objetivo del video. También explicar al inicio de cada ejemplo lo que se persigue.
En algunos ejemplos se va muy rapido, seria mejor pausar mas la explicacion. Hay
momentos, cuando se digita que hay silencio, seria bueno hablar sobre lo que se digita
para no dar la sensacion de que hay fallas en el video. También seria bueno dar una
despedida al finalizar cada video. Todo esto haria que la duracion se incremente, pero

valdria la pena.

Observaciones Evaluador 3
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1.Los videos son muy cortos y rapidos, cuesta mucho entender lo que se esta haciendo.
2. Es recomendable explicar un poco mas que se va a hacer en cada video. 3. Es
importante validar también los resultados obtenidos. 4. Evite los errores de digitacion
dentro de la grabacion. 5. Evite usar otras paginas web o aplicaciones durante la

grabacion.

Con los comentarios de los evaluadores, se realizd los cambios sugeridos. Entre las
correcciones generales de los videos se encuentra: la modificacion de la organizacion del
video, el contenido de los videos se explicd despacio, generando que los videos queden con
mas tiempo. y modificacion de algunos ejemplos. También, se corrigieron errores de

redaccion y se amplié con mas detalle en el contenido de los videos.
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Introduccion

En esta propuesta didactica se desarrollan los temas de matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales del
curso MAC 411 Algebra Lineal de la carrera de Ensefianza de la Matemadtica de la Universidad Nacional.

Se proponen actividades para el desarrollo de las competencias matematicas propuestas en el plan de estudio de la
carrera y se introduce una guia para la utilizacién del software R para la solucién de ejercicios de los temas de matrices,
determinantes y sistemas de ecuaciones lineales.

El software R es un entorno y lenguaje de programacion estadistica de licencia libre y multiplataforma (R Core
Team, 2021). Existe un entorno de desarrollo llamado RStudio (RStudio Team, 2020) que facilita la utilizacién de la
programacién en R.

Se selecciond este software, debido a que los software que existen especializados en Algebra Lineal son de licencia de
pagay por lo general requieren un espacio importante en el almacenamiento de la computadora. El software R, ademds
de tener la facilidad de utilizarse en cualquier sistema operativo y tener licencia libre, posee paquetes y funciones
especializadas para la resolucién de ejercicios y problemas en diversos temas de matemadtica aplicada y estadistica.

También, se encuentra una versién en linea de RStudio conocido como RStudio Cloud, que permite realizar proyectos y
compartirlos con colaboradores.

Para la utilizacién del software R, se utilizard los siguientes paquetes:

= matlib : Paquete especializado para la ensefianza de los temas de matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones
lineales. Con este paquete se puede obtener los procedimientos utilizados en los célculos de la inversa de matrices,
solucidn de sistemas de ecuaciones lineales, reduccién Gaussiana. Ademads, permite visualizar la solucién en
forma fraccionaria(Friendly et al., 2021).

= MASS: Posee la funcidn fractions que permite visualizar resultados en forma fraccionaria y resulta ttil en algunos
ejercicios (Venables & Ripley, 2002).

= rSymPy: SymPy es una paqueteria de Python y permite trabajar calculo simbdlico. Con este paquete se puede
definir y realizar operaciones con variables(Grothendieck & Bellosta, 2019).

La propuesta se desarrolla en sesiones de clases y en cada sesidn se incluyen actividades para desarrollar habilidades en
los estudiantes. Las actividades son guiadas por el profesor, pero parte del trabajo sera elaborado por los estudiantes y
se proponen links de videos que resuelven ejercicios de aplicacién de los temas para la utilizacién del programa R.



Sesion de clase 1

Sub competencias desarrolladas

Conocer el concepto de matriz y el de igualdad de matrices
Operaciones con matrices respetando las dimensiones de las matrices
Componente histérico sobre el origen y aplicaciones de las matrices

Nivel de complejidad

Nivel I: Incluye acciones en su mayoria rutinarias, predecibles y elementales que permiten incorporar el conocimiento
nuevo a las estructuras mentales previas

Matrices
Una matriz se puede definir de forma matemética como:

= Definicién 1: Sean m y n dos niimeros enteros positivos y cuyo dominio es I,,, ,, el conjunto de todos los pares
de enteros (7, j) talesque 1 < ¢ < m, 1 < j < n. Cualquier funcién A cuyo dominio I, , se denomina
matriz m x n. El valor de la funcién A(i, j) se llama elemento ij de la matriz y se designard también por a;;.
Ordinariamente se disponen todos los valores de la funcién en un rectdngulo que consta de m filas y n columnas,
del modo siguiente

aix a2 - QGin
azr Gz -+ A2p .

(Definicién tomada de Apostol, pp. 733-734, 2001)
am1  Am2 - A1n

Mientras que a nivel préctico, se puede encontrar la siguiente definicién y la cudl suele desarrollarse en libros de texto
de 4lgebra lineal:

= Definicién 2: Una matriz es un arreglo rectangular de valores. Si m representa el nimero de filas y n el nimero
de columnas, entonces el arreglo se puede escribir como

a1 a2 -+ Qin

a1 a2 - a2n
A =

Am1 Am?2 tte Amn

En algunos libros de referencias de dlgebra lineal, se pueden encontrar la denotacién de matrices de las siguientes
formas: A = Aij, A= (aij), A= [aij], A= Qij, A= <A>”

Para el desarrollo de la propuesta diddctica se utiliza la notacion A = (a;;). Ademds, como se ven en ambas definiciones
a nivel practico se pueden presentar las matrices con paréntesis redondos o cuadrados.

En la préctica se suele definir las matrices por medio de una relacién que pueden tomar las entradas.

Ejemplo 1: Considerando la matriz A

A 75 3 |7 5 3
“\9 4 -1 ) |9 4 -1
La matriz A esta compuesta por 2 filas y 3 columnas. Cuando utilizamos la notacién A = (a;;), ¢ identifica la posicién
de la filay j de la columna.



Columna 1l Columna?2 Columna 3

I 4 I
Filal — 7 g 3
Fila2 — 9 4 1

Por medio del reconocimiento de la posicion de fila y columna, se pueden identificar el valor de la entrada, como
ejemplo la entrada a;; tiene un valor de 7, mientras que la entrada a9 es 9.

En forma matemaética se puede expresar el conjunto de matrices de m filas y n columnas con entradas reales con la
notacién M, x,(R). De esta forma la Matriz A del ejemplo pertenece al conjunto de la matrices M 3(R) por tener 2
filas y 3 columnas.

Ejemplo 2: Sea A € Ms,3(R), Ejemplo: Sea A € Mo, 3(R), se definen las entradas de la matriz A:

2404 sii=4,
b = 0 Sii# j.

Se identifican las posibles combinaciones de pares ordenados que podemos formar con la cantidad de filas y columnas
de la matriz. Los pares ordenados que podemos formar son:

(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3).

Los pares ordenados que cumplen las condicién ¢ = j son (1,1) y (2, 2). De esta manera
app=2-14+1=3,

ass =2-242 =6,

a1z = a3 = as; = as3 = 0.

Siguiendo la definicién por entradas, la matriz A se denota de la siguiente manera

A= ai; aiz2 ais _ 3 0 0
“\az ax as ) \0 6 0 )°
Matriz cuadrada

Una matriz es cuadrada cuando tiene la misma cantidad de columnas y filas. El conjunto de matrices cuadradas con
entradas reales se denota con M, (R).

Si A = (ai;) es una matriz cuadrada, el conjunto de los elementos a;; tal que ¢ = j, se conoce como la diagonal
principal o diagonal de la matriz.

Ejemplo 3: Considerando la siguiente matriz

=]
o [S]w
Fle o

A= 1
4
Los elementos de la diagonal enmarcado con [ son 1,7, 1.



Operaciones con matrices

Sean A, B € M, x»(R), donde A = (a;;) y B = (b;;). Se definen las siguientes operaciones de matrices:
Suma de matrices: A + B = (a;; + b;;)

Resta de matrices: A — B = (a;; — b;;)

Ejemplo 4: Considerando las matrices A, B, C, D, E'y F":

13 0 10 —14
A‘(z 10)’ B_<5 11 )

3 10 9 10 9 7
c=(12 1 1|, p=[ 11 10 -10 |,
18 3 4 1 10 12

E‘(i 160 —%0)’ F‘( 110 ]1% 1123)'
Una condicién necesaria para realizar la suma o resta de matrices, es que tengan el mismo tamafio. Con base a estas
matrices podriamos realizar las siguientes operaciones: A+ B,A— B, C+D,C—-D,D-C,E+F,F—-FE,E—F.
Realizaremos como ejemplo de aplicar el procedimiento, las siguientes operaciones: A+ B,C — D, E+ F,E — F
A+B= ( 123 100 )*( 150 _1114 ) - ( 131? 201_11;1 ) = ( 273 _2124 )

3 10 9 10 9 7 3—-10 10-9 9-7 -7 1 2

c-D=1(12 1 -1 |—-{( 11 10 -10 | =1 12—-11 1-10 —-1-—-10 | = 1 -9 9
18 3 1 10 12 18—1 3-10 4—-12 17 -7 =8

4
E4F— 3 10 9 n 10 11 -13\ ([ 3+10 10+11 9+ -13 (13 21 4
2 6 =10 1 10 12 n 2+1 6410 -10412 )\ 3 16 2 ’
E+F — 3 10 9 (1 11 -13)\_ (3-10 10-11 9--13 \ _ [ -7 -1 22
S \2 6 -10 1 10 12 o 2-1 6-10 -10-12 ) 1 -4 =22 )
Observacion: No se puede realizar operaciones con diferentes tamafios de matrices, por ejemplo en el caso de la

operacion A + F no se puede, debido a que la matriz A posee dos filas y dos columnas, es decir una matriz de tamafo
2 x 2, mientras que la matriz F posee 2 filas y 3 columnas, por lo cudl la matriz F' es de tamafio 2 x 3.

Producto escalar: Sea k € R , entonces k - A = (k - a;5)

Ejemplo 5: Considerando las matrices A y B, realizaremos las siguientes operaciones: 54y —10B.

10 —-14
A_<2 140), B=| 5 11
6 8
3 10 5-3 5-10 15 50
5A_5(6 4>_<5~6 5- > (30 20)
10 —14 -10-10 —-10--14 —100 140
—10B = —10 -10-5 —10-11 = —-50 —110
—-10-6 —-10-8 —60 =80
Producto de matrices: Sea C' € 1/, = (c;;) entonces

A-C = (d;j), donde d;; = Z(aik “Chj)-
k=1

Detallando el procedimiento del producto de matrices



Tamafio m xn Tamaiio n X ¢

ai1 a12 to A1n i1 €12 - Clq
a21 a22 tee A2n C21 C22 - C2q
am1 Am2 - Amn Cn1 Cp2 - Cngq

n

La entrada d;; = E (a1; - ¢;1) = a11¢11 + a12¢21 + - - + a1,cn1, lo que nos indica que se estd esta sumando el

i=1
producto de cada entrada de la fila 1 de la matriz A y la columna 1 de C, con respecto a la posicion.

Esquema
Entrada dq
S —
a11 ai2 - Gln len |2 - Ciq
a1 Qv Q2 legr | e - cgq
Aml Am2 - Gmn \l/ Cnl | Cn2 " Cng
Entrada dy;
S —
a’ll a12 P an i/ cll 012 PR clq
(21 G2z '+ (2 lear | e2 - caq
Am1 Am?2 e Amn ~L Cnl | Cn2 e qu
Entrada dq2
S ——
ai1 a2+ Glp ciy |deia |0 cyg
as1 @ -+ Qon e | dea | cy
am1 aAm2 - Amn, Cnl \l/ Cp2 | =" Cnq

n
iz = Z(ali $Ciz) = a11€12 + A12C22 + -+ Q1nCn2
i=1
Note que la condicién importante para realizar el producto de matrices AB, es que el tamafio de la columna de la
primera matriz A coincida con el tamafio de la columna de la segunda matriz B y el resultado del producto de una
matriz de tamafio n X m por una de tamafio m X ¢ da como resultado una matriz de tamafio n x q.

Ejemplo 6: Tomando las matrices A,B y C realizar las siguientes operaciones A-C'y B - C

1 5 3 02 3
A= 2 4 1 ,B:(_O?"éjl), c={151
-3 6 -1 6 0 1



1 5 3 0 2 3
A-C= 2 4 -1 -1 51
-3 6 -1 6 0 1

1-04+5-14+3-6 1-245-54+3-0 1-345-143-1
= 2044.1-1-6 2-244.5+-1-0 2-3+4-14+-1-1
~3-346-1+-1-1 —3.246-5+-1-0 —3-346-1+-1-1

23 27 11
= -2 24 9
-4 24 -4

02 3
B-O_<_O3 é _71) 15 1
6 0 1
0:0+4-1+7-6  0-2
~3.0+6-1-1-6 —3-2

(46 20 11
L0 24 —4

Potencia de Matrices cuadradas

+4-547-0 0-3+4-1+7-1
4+6-54+-1-0 —3-3+6-1+—1-1

Sea A € M, xm(R), se define la potencia de matrices cuadradas como:

Matriz transpuesta

Sea A € My, «n(R) con A = (a;;). La matriz transpuesta de A denotada A’, se difine como A’ = (a;;). Como
consecuencia de la definicién note que A* € My, 5 (R).

Ejemplo 7: Obtener la transpuesta de A.

Solucién

1 2
At=| 5 4
3 -1

Observacion: Note que el tamafo de la matriz A es 2 x 3, mientras que el tamafio de la matriz transpuesta de A es 3 x 2.

Igualdad de matrices

Si A = (a;j) y B = (b;;) son dos matrices iguales si cumplen dos condiciones:
= Ay B son del mismo tamafio

® q;; = b;; paratodo i, j.

10



Actividad 1
1. Escriba las siguientes matrices de acuerdo a su definicion.

Sean A, B,C € Msy3(R), donde A = (a;;), B = (bij), C = (c;;)y se definen sus entradas

B A z;; , {2] sioi<3 {2 si i=j
1] 5 iy — . . . y i = . .. .
;2 si =] i si =3 j st i#£]j

2. Con base a las matrices de la parte 1, identifique cuales de las sigiuentes igualdades se cumplen
a. A+ B=B+ A
b.A-B=B-A
c. (A+ B)? = A%+ 2AB + B? . Tome en cuenta que se define la potencia de matrices cuadradas como
AF=A.. A
k Q
d A-B-C=C-A-B
C-B-B-C=0

o

Se puede encontrar una matriz O que cumpla A+ O =A, B+ 0=ByC+ 0 =C.
Se puede encontrar una matriz [ que cumpla A- I = A, B- I =ByC-1=C.

ook W

Se puede encontrar una matriz S que cumpla A-S = B

Actividad de investigacion: Historia del algebra lineal

1. Realice una linea de tiempo sobre el descubrimiento de los temas de matrices, determinantes y sistemas de
ecuaciones lineales.

2. Investigue 3 aplicaciones de la utilizacién de matrices.
Puede utilizar las siguientes referencias, sin embargo puede utilizar otras

Luzardo & Pena (2006) , Historia del Algebra Lineal hasta los Alboresdel Siglo XX, link de referencia https:
/Iwww.emis.de/journals/DM/v 14-2/art6.pdf

Semblanza de Carl Friedrich Gauss (p. 21), Nota histérica (p. 52, p. 220),Semblanza de Sir William Rowan Hamilton
(p. 54), Semblanza de ArthurCayley y el dlgebra de matrices (p. 76), Semblanza de Gottfried WilhelmLeibniz, Augustin-
Louis Cauchy y Breve historia de los determinantes(p. 228) presentes en el libro de Algebra Lineal de (Stanley & Flores
Godoy, 2012)

11



Sesion de clases 2

Sub competencias desarrolladas

Reconocer los diferentes tipos de matrices

Demostrar identidades matriciales usando la igualdad de matrices

Usar las propiedades relacionadas a los diferentes tipos de matrices en contextos tedricos y practicos. Demostrar teoremas
relacionados

Nivel de complejidad

Nivel I: Incluye acciones en su mayoria rutinarias, predecibles y elementales que permiten incorporar el conocimiento
nuevo a las estructuras mentales previas

Matrices especiales

Matriz columna: Matriz de tamafio n x 1, es decir la matriz columna estd compuesta por una sola columna.

ail
a21
Gn1
Ejemplos de matrices columna
1
0
; 0 0
5 ' -3 |’ 0
4
0

Matriz fila: Matriz de tamafio 1 x m, es decir la matriz estd compuesta por una sola fila.

((In a2 - (Ilm)

Ejemplos de matrices fila:

(1 25), (100 -340), (00)

Matriz diagonal: Es una matriz cuadrada cuyos elementos que no se encuentran en la diagonal son 0. Las entradas se
pueden definir como:
0 st 1F ]
ij =

cualquier valor st @ =3

Ejemplos de matrices diagonales:

00 0 00
1 00 02 0 00
02 0 |, 00—900,(53),(88)
005 00 0 60

00 0 01

Matriz Nula: Sea A € M,,,,(R), A = (a;j). Si a;; = 0, para todo ,j, entonces A se llama matriz nula de tamafio
m X n. La matriz nula de tamafio m X n se denota con la letra O.

12



Ejemplos de matrices nulas:

ooy o]y oo

Matriz Identidad: Matriz denotada I,, = (I;;) y se puede definir como una matriz diagonal donde sus entradas en la
diagonal son todas 1. Sus entradas se definen como

O OO OO

1 st i=3
Iij:
0 si i#j
Ejemplos:
1 0 0 0 O
1 0 0 01 0 0 O 1 0
01 0|, 0 01 0 0], (0 1>
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

Matriz triangular superior: Matriz cuadrada cuyos elementos a;; = 0 si 7 > j, es decir que todos los elementos que
se encuentran debajo de la diagonal son 0.

Ejemplos de matrices triangulares superiores:

12 3
042,<(1)i>
00 1

Matriz triangular inferior: Matriz cuadrada cuyos elementos a;; = 0si % < j, es decir que todos los elementos que
se encuentran por encima de la diagonal son 0.

Ejemplos de matrices triangulares inferiores:

1 0 0
200 (19)
3 01

Matriz simétrica: Si A es una matriz cuadrada, se dice que la matriz A es simétrica si cumple la siguiente igualdad
Al = A.

Ejemplos de matriz simétrica:

O B~ N
_ o W
b
=S
|
W DN =
O =N
— O W

Se cumple A = A?

Matriz antisimétrica: Si A es una matriz cuadrada, se dice que la matriz A es antisimétrica si cumple la siguiente
igualdad A = —A.

Ejemplo de matriz antisimétrica:

13



0 —2 -3 0o 2 3
A= 2 0 -1 ]|, A= -2 0 1
3 1 0 -3 -1 0

Se cumple A = —A?

Actividad 2

1. Considere las siguientes matrices de tanafio n x n:
= A es una matriz triangular superior

= [ es una matriz triangular inferior

= (' es una matriz simétrica

= [ es una matriz identidad

Con las matrices propuestas, identifique si se cumplen las siguientes propiedades. Investigue cuales son verdaderas
siempre.

A + B es una matriz diagonal

AC' es una matriz simétrica

AT es una matriz triangular superior

B + C es simétrica

I + I es una matriz diagonal
2. Discuta si puede existir una matriz antisimétrica con elementos en la diagonal distintos de cero.
3. Una matriz A cuadrada es idempotente si cumple A? = A.

= Compruebe que la siguiente matriz es idempotente

(S
SN

A:
2

5

(S

= Demuestre que si A es idempotente entonces A™ = A conn > 2.

= Considera la matriz A, encuentre una férmula para establecer ejemplos de matrices idempotentes de tamafio
2 x 2, que tienen la forma:
a b
A =
c d

14



Propiedades de la suma de matrices

Sean A, B, C matrices de tamaflo n X m con entradas reales, « y 3 escalares. La suma de matrices cumple las siguientes
propiedades:

= Conmutatividad: A+ B =B+ A
s Asociatividad: (A+ B)+C =A+ (B+C) (%)
» Elemento neutro: Si O es la matriz nula de tamafio n X m entonces O + A=A+ 0 = A (%)
= Distribucién de escalares: (o + §)A = aA + 8A, a(A+ B) = aA + aB (%)
Se demuestra como ejemplo, la propiedad de conmutatividad para la suma de matrices:
Sean A, By C € My, (R) A = (a;5), B = (bij),C = (cij)-

Por definicién A + B = a;; + b;;. Como a;; y b;; entradas reales para todo 4, j, podemos utilizar la propiedad
conmutativa de la suma de ntimeros reales, por lo cudl A + B = a;; + b;; = bij + a;; = B + A.

Propiedades para el producto de matrices

= Asociatividad: Sean A matriz de tamafio n x m, B matriz de tamafio m X p y C matrices de tamafio p X ¢
entonces (AB)C = A(BC)

= Distribucién: Sean A € M,,,(R), B, C' € M,,,,(R) entonces: A(B+C) = AB+AC, (A+B)C = AC+BC
(*)

= Existencia de elemento neutro para el producto de matrices: Al,, = Ay I,,A = A (¥)

= Distribucién de escalar: a(AB) = (aA)B = A(aB) (*)

= No se cumple la conmutatividad del producto de matrices: AB # BA

Demostracién asociatividad en el producto de matrices: (AB)C = A(BC)

Por definicién AB = Z(aik - b;) y lo denotaremos las entradas del producto de A y B como (ab);;.
k=1
AB = Z(alk : bkj) = (ab)ij
k=1
Utilizando nuevamente la definicién de matrices
P
(AB)C = Z((ab)ivcvj)
v=1

Desarrollando la sumatoria se tiene:

15



I
NE

(AB)C ((ab)ivcvj)

m
§ Qi - bkv Cyj

<
Il
—

NE HM@
M‘@ Il

(@ - by) - €y, propiedad sumatoria(**)
1

b
Il
—
@
Il

P
ik Z “brv - Cuj, i1 toma el papel de una constante

I
Ms

b
Il
—

v=1

I
Ms

ain(be)i; = A+ (BC)

>
Il
—

Para comprobar que AB # BA se utiliza un contragjemplo. Ademas, se debe recodar que el producto de matrices
depende del tamaiio de las matrices, como ejemplo no podemos realizar el producto de una matriz cuadrada de 4 x 4
con una de tamaiio 3 x 3.

Propiedades de la transpuesta de matrices
Sea A una matriz de cualquier tamafio y «v un escalar
(aA)t = aAl (*)

(A+ B)t = A" + B (%)

(A1) = A ()

(AB) = BLA! (%)

Actividad 3

1. Demostrar las propiedades de matrices enmarcadas con (*).

2. Como ejemplo de la propiedad de sumatoria utilizada en la demostracién de producto de matrices: Compruebe
que se cumple

3 4 4 3
P BLEDIPBL
k=1v=1 v=1k=1

3. Una matriz A cuadrada es ortogonal si AA? = I. Comprobar que la siguiente matriz es ortogonal para cualquier
valor de 6 (Ejemplo tomado de Apostol, p.755, 2001).

(o) ).

4. Para cada una de las proposiciones siguientes acerca de las matrices n X n, dar una demostracién o en su lugar
un contra ejemplo. (Tomado de Apostol, p.755, 2001)

a) Si Ay B son ortogonales, A 4+ B es ortogonal.
b) Si Ay B son ortogonales, AB es ortogonal.

¢) Si Ay AB son ortogonales, B es ortogonal.

16



5. Determinar en caso de que existan, todas las matrices B que satisfacen cada igualdad (Ejercicio tomado de Costa,
Rossignoli, Sorichetti y Vampa, p.44, 2018)

1 2 o (11
(3 2)+e=m+(1 1)

1 2 o (11
(3 25 )+m=2m () ).

6. Demostrar que si A es una matriz n x n, entonces A + A? es una matriz simétrica y A — A? es antisimétrica. De
un ejemplo con una matriz de 2z2(Ejercicio tomado de Costa, Rossignoli, Sorichetti y Vampa, p.44, 2018)

7. Considere las siguientes matrices, identifique cuales operaciones se pueden efectuar y calcule en caso que este
definido:

A=l0 1 1|, B=( 0 15 14 5 |,Cc=
2 -3 10 2 -3 10 3

1 -1 0 -3 10 7 13 (
Operaciones:
n A+
(AB)!
s BtA?
CtI;
(AB)tC?
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Sesion de clases 3

Sub competencias desarrolladas

Integrar software apropiado en la mediacién pedagdgica para potenciar los esti

los y ritmos de aprendizaje del estudiantado

Nivel de complejidad

Nivel I: Incluye acciones en su mayoria rutinarias, predecibles y elementale
nuevo a las estructuras mentales previas

$ que permiten incorporar el conocimiento

Ingreso de matrices en el software R

El software R es un entorno de programacion estadistica, que posee la ventaja de ser multiplataforma y de licencia libre.
Se utilizard RStudio un entorno de compilacién mas amigable, ademas posee la ventaja de tener una version libre en

linea (RStudio Cloud).

o retudio

File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help

Copyright (€) 2021 The R Foundation for Statistical Computing
Platform: x86_64-w64-mingw32/x64 (64-bit)

R is free software and comes with ABSOLUTELY NO WARRANTY.
You are welcome to redistribute it under certain conditions.
Type 'Ticense()' or 'Ticence()’ for distribution details.

R is a collaborative project with many contributors.
Type 'contributors()' for more information and
"citation()' on how to cite R or R packages in publications.

Type 'demo()' for some demos, "help()' for on-line help, or

'help.start()' for an HTML browser interface to help.

Type 'q(Q’ to quit R.

-
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Figura 1: Interfaz del programa RStudio

Cuando se habla de funcién en programacion se entiende que es un comando que realiza un procedimiento y para el

software R se reconocen las funciones cuando estdn encerrados con ().

Vectores en el software R

Consideremos el vector (matriz columna) v =

~N 3 Otw

Para ingresar vectores en R, se utiliza la funcién c(datoq, datos, - - - , datogin
para luego ser utilizado, en este caso es v.

v<i=e(l,3,5, 7, 7)
v
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## [11 1 3 5 7 7

Nota: Se puede utilizar el simbolo = enlugar de < — .

Matrices en el software R

Para ingresar matrices en R, se utiliza la funcién matriz(), consideremos la matriz A para ilustrar el ejemplo.

1 3 5
A=10 7 2
12 8 9

Procedimiento:

1. Consideremos un vector ordenado con las entadas de la matriz A. Se tienen dos formas de ordenarlo:
Vector ordenado por filas: ¢(1,3,5,0,7,2,12,8,9)
Vector ordenado por columnas: ¢(1,0,12,3,7,8,5,2,9)

2. Tener en cuenta el nimero de filas y columnas de la matriz.

3. Tener en cuenta el orden del vector, el cudl podemos controlar por medio de la opcién byrow=TRUE para indicar
que el vector esta ordenado por filas y para el orden de columnas se puede agregar byrow=FALSE, se suele
omitir, porque por defecto la funcién se encuentra programado con ese valor.

Para la Matriz donde se ordend el Vector por filas, se digita:

A<-matrix(c(1,3,5,0,7,2,12,8,9), 3 3y TRUE)
A

## (11 [,2] [,3]

## [1,] 1 3 5

#H [2,] 0 7 2

## [3,] 12 8 9

Para la Matriz donde se ordend el Vector por columna, se digita:

A<-matrix(c(1,0,12,3,7,8,5,2,9), 3; 3)
A

## (11 [,2] [,3]

#H [1,] 1 3 5

## [2,] 0 7 2

## [3,] 12 8 9
matrix(c(1,0,12,3,7,8,5,2,9), 3y 3 "FALSE")
## (11 [,2] [,3]

#H [1,] 1 3 5

#+ [2,] 0 7 2

#4+ [3,] 12 8 9

Operaciones con matrices en el software R

Consideremos la matriz Ay [I.

1 3 5 1 00
12 8 9 0 01
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Para realizar operaciones se utilizan los simbolos usuales, excepto para la multiplicacion de matrices. Para la multiplica-
cién se utiliza % * %.

Para sacar la transpuesta de una matriz se utiliza la funcién ¢().

Para ingresar la matriz identidad en R, la funcién que se utiliza es diag(n), donde n indica el tamafio de la matriz n X n.
Se indican las operaciones de matrices en el c6digo:

I<-diag(3)

A<-matrix(c(1,3,5,0,7,2,12,8,9), 3, 3y TRUE)
# Suma de matrices

C=A+1I

C

## [,11 [,2]1 [,3]

## [1,] 2 3 5

#+ [2,] 0 8 2

## [3,] 12 8 10

# Resta de matrices

D=I-A

D

## (11 [,21 [,3]
## [1,] 0 -3 -5
## [2,] 0 -6 -2

## [3,1 -12 -8 -8

# Multiplicacidén de matrices
E=C %* %D

E

## (11 [,2] [,3]
## [1,] -60 -64 -56
#+ (2,1 -24 -64 -32
## [3,]1 -120 -164 -156

# Producto de matriz por un escalar

P=3%1I

P

## (11 0,21 [,3]
## [1,] 3 0 0
#H [2,] 0 3 0
## [3,] 0 0 3
# Transpuesta de una matriz
At=t (A)

At

## (11 [,2] [,3]
#4+ [1,] 1 0 12
## [2,] 3 7 8
## [3,] 5 2 9

Obtener entradas de la matriz en el software R

Para obtener la entrada de una matriz con respecto a su posicion se utiliza el nombre de la matriz y se encierra con
paréntesis cuadrados indicando la posicion de la fila y columna que se quiere tener, separando con coma.
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Ademas, se pueden optener los elementos de una fila o columna completa por medio de un espacio en blanco. Para
optener los elementos de la diagonal se utiliza la funcién diag().

I<-diag(3)

A<-matrix(c(1,3,5,0,7,2,12,8,9), 3; 3 TRUE)

# Entrada de la fila 2, columna 1 de A

x=A[2,1]

X

## [1] O

# Entrada de la fila 1, columna 2 de la transpuesta de A
y=At[1,2]

Yy

## [11 O

#Elementos de la Fila 1 de A
k=A[1,]
k

## [1] 1 3 5

#Elementos de la columna 1 de la transpuesta de A
r=At[,1]
r

## [1]1 1 3 5

#Elemento de la Digonal de la matriz A
c=diag (A)
c

## (11 1 7 9

Visualizar entradas en forma de fraccion

Para este ejemplo se quiere optener la inversa de A, la cudl va ser vista mds adelante. Al obtener la inversa de la matriz
A con la funcién solve se muestra que las entradas son niimeros con decimales. En caso de la ensefianza y aprendizaje
nos intereza visualizar las entradas de las matrices en forma de fraccion, por lo que utilizaremos el paquete MASS que
posee una funcién con el nombre de fractions().

library (MASS)

A<-matrix(c(1,3,5,0,7,2,12,8,9), 3, 3, TRUE)
solve (A)
#4 [,1] [,2] [,3]

## [1,] -0.15614618 -0.04318937 0.096345515
## [2,] -0.07973422 0.16943522 0.006644518
## [3,]1 0.27906977 -0.09302326 -0.023255814

fractions (solve (A))

## [,11] [,2] [,3]

## (1,1 -47/301 -13/301 29/301
## [2,] -24/301 51/301 2/301
## [3,] 12/43 -4/43 -1/43

Videos complementarios: Esta lista de videos resumen la instalacién, utilizacién de RStudio complementado con
ejemplos de programacion:
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Video para instalar R y Rstudio: https://www.youtube.com/watch?7v=GIR6HQ90SCo&t=4s

Video utilizacién de RStudio Cloud, la versién en linea se puede seguir en este video: https://www.youtube.com/watc
h?v=0--rUNfzxz8

Video opcional resumen de programacién en R: https://www.youtube.com/watch?v=ZOcWmFIoCWY

Utilizacién de R para Algebra Lineal - Introduccién: https://www.youtube.com/watch?v=eLLSwycQ8Iw

Actividad 4

1. Investigue como ingresar a RStudio datos de un archivo de Excel. Convierta los datos a formato matriz con la
funcién as.matrixz(A), donde A es el nombre del archivo de Excel. Tome como ejemplo la siguiente matriz:

1 10 20 10 50 30 44 50 13 10
1 10 20 10 50 30 44 50 13 10
1 10 20 10 50 30 44 50 13 10
1 10 20 10 50 30 44 50 13 10
A=1]1 10 20 10 50 30 44 50 13 10
1 10 20 10 50 30 44 50 13 10
o 0 o 0 O O 0o O 0 O
o 0 o 0 0 O 0O O 0 O
0o o 0o 0 0 0O o 0 0 O

2. Ingrese la matriz B con la funcién matrix.

3712345678910
T\ 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
- Cudl es el tamafio de la matriz resultante de realizar B - A
= Realizar la operacién B - A en R.

3. Laesta actividad vamos a reconocer una de las importancias de utilizar software para ejercicios de dlgebra de
matrices que es el tiempo de resolucion de ejercicios, considera el siguiente codigo:

n=2

A=matrix (sample (-10:10,n*n), n)
B=matrix (sample (-10:10,n%n), n)
A

#4 [,11 [,2]

## [ll] _3 _6
#+ [2,] 10 -5
B

## [,11 [,2]
## [1,] 2 -3
#H [2,] 0 -8

En el fragmento de c6digo, n representa el tamafio de la matriz cuadrada y la funcion sample realiza una aleatorizacion
de nimeros enteros entre un rango de -10 a 10. Ahora, aumente el valor de n en 5, 8 y 12 para realizar las siguientes
operaciones, tome el tiempo cronometrado que tarda en realizar las operaciones con papel y 1dpiz, ademads realice las
operaciones en el software:

A+ B
A-B
B-A
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Verifique si los resultados obtenidos con papel y 1dpiz son iguales a los que obtuvo en el software.
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Sesion de clases 4

Sub competencias desarrolladas

Calcular inversas de matrices invertibles

Nivel de complejidad

Nivel I: Incluye acciones en su mayoria rutinarias, predecibles y elementales que permiten incorporar el conocimiento
nuevo a las estructuras mentales previas

Inversa de una matriz cuadrada

Definicion: Sean A, B dos matrices cuadradas de tamafio n x n. B es la matriz inversa de A si cumple

AB=BA=1,.

Donde I,, representa la matriz identidad y la matriz B se denota como A~!.
Teoremas:
» Si A, B son dos matrices de tamafio n X n invertibles, entonces (AB)~! = B~1A~1

» En caso de existir la matriz inversa de A, su inversa es dnica.

Actividad 5

1. ;Se puede encontrar una matriz inversa para A?

-(22).
(2 1)

3. Demuestre cada uno de los siguientes puntos. Si A~! es la inversa de A, entonces:

- (A—l)—l = A
" (ad)t=1471

2. Encuentre matriz inversa de B

Método para encontrar la matriz inversa

Matriz (All)

Es la matriz obtenida a partir de la matriz que se quiere encontrar la inversa, la cudl se escribe al lado izquierdo y al
lado derecho se agrega la matriz identidad, denotado por (A|T).

1 2 .
9 1 >,sumatrlz (A|I) es:

= (335 0)

Ejemplo: Si queremos encontrar la inversa de A = (
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Operaciones elementales en filas

El objetivo de las operaciones elementales de fila, es reducir la matriz (A|I) y llegar a una matriz identidad al lado
izquierdo. Se representa la posicion ¢ de la fila de una matriz con f;, se resumen las siguientes operacione elementales:

= Para indicar que multiplicamos la fila 7 por un escalar o, se representa con ofy
= Cuando se cambi6 la fila 7 por la j se representa con f; <+ f;

= Se puede aplicar operaciones afi—Jr{j, con el objetivo de hace 0 algtin valor. El resultado se puede escribir en la
fila 7 o bien en la fila j. Para efectos de la guia el resultado se agrega a la fila f;.

Matriz equivalente

En forma general, cuando se aplica cualquier operacion elemental a la filas de una matriz, se obtiene una nueva matriz
que es equivalente a la original. Si B es una matriz equivalente a A, se denota con A ~ B

A2y 4,

AMED

AT

Ejemplo: Método para obtener la inversa de la matriz A

130
A=[2 5 1
06 2
Solucion:
130100\ /13 0] 1 00
An=[25 1010|220 11| 110
06 2] 001 0 6 2] 0 01
L (13 0 |1 0 0
20001 -1 ] 1 -1 0
06 2 |0 0 1
e (1003 2 3 0
AL g 1 | 1 -1 0
Ot \o00 8 | -6 6 1
(1003 | -2 3 0
2o -1 ] 1 -1 0
00 1 | 3 g
00|l_£_§
—3fs+/1 i i 4 -
f%j-fz L0 | ZG _6Z % - (I|A 1)
001 | 35 35 5
Entonces,
11 3
4
Al = it 1
E
8 8 8



Actividad 6

1. Con la matriz A del ejemplo anterior, verificar que se cumple la siguiente igualdad

AAT =ATTA=T.

2. Alamatriz (A|I) del ejemplo anterior aplique el cambio de fila f; <> f3, luego aplique el procedimiento para
encontrar la inversa de A sin volver a utilizar el cambio de fila.

3. Considere las matrices R, Sy U

0 1 -1 -1 5 -1 5
R=|4 -3 4 |, s=( 2 =2, v=[ -3 -2
3 -3 4 3 5 74

Calcule la matriz inversa de R y determine la matriz I que satisface la siguiente igualdad

R(W'+ S) = U, (Tomado de Mora et al., p.13, 2018)

4. Sea A una matriz de tamafio 3 x 3. Si .S se obtuvo aplicando la operacion elemental 3 f; 4+ f2 ala matriz Ay B
se obtuvo aplicando la operacion elemental —2 fo. Justifique si se concluir que S sea equivalente a B o que B sea
equivalente a .S.

Rango de matrices

Otra de las aplicaciones de aplicar operaciones elementales sobre las filas es para encontrar el rango de una matriz. Si A
es una matriz de cualquier tamafio, el método para encontrar el rango consiste en aplicar operaciones elementales a la
matriz hasta llegar a una matriz escalonada.

Una matriz es escalonada cuando cumple las siguiente condiciones:
1. El primer elemento distinto de cero en cada fila es 1.
2. El 1 de la segunda fila se encuentra al lado derecho del primer 1 y sucesivamente en las demas filas
3. Las filas compuestas con solo 0, se ubican en las ultimas posiciones de la fila.

Ejemplos de matrices escalonadas

A:

o O =

0
1
0

o ot O

1
., B=1| o0
0

o = O
_= o O

El rango representa el nimero de filas no nulas de la matriz al aplicar operaciones elementales.

Ejemplo: Encontrar el rango de la matriz D

1 2 3
D= 0 1 5
15 15 30

Solucion
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1 2 3

. ) 1 2 3
D=0 1 5 | BB g 1 5
15 15 30 0 —-15 -15
L5 ot 1 2 3
BB g 1 5
0 0 —-90
s 1 2 3
s 0 1 5
0 0 1
El rango de la matriz D es 3.
Actividad 7
1. Encontrar el rango de las siguientes matrices:
1 0 0 1 5 3
A= 4 7 5], B= 1 1 0
0 8 0 0 9 1
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Sesion de clases 5

Sub competencias desarrolladas

Usar las propiedades relacionadas a los diferentes tipos de matrices en contextos tedricos y practicos.
Integrar software apropiado en la mediacién pedagdgica para potenciar los estilos y ritmos de aprendizaje del estudiantado

Nivel de complejidad

Nivel I: Incluye acciones en su mayoria rutinarias, predecibles y elementales que permiten incorporar el conocimiento
nuevo a las estructuras mentales previas

Aplicaciones de matrices
Modelos de regresion por medio la aproximacion de ajuste de minimos cuadrados

Se aplican a un conjunto de datos numéricos escogidos de forma aleatoria, para modelar el comportamiento del
promedio condicional a una respuesta (Y") dado ciertas caracteristicas (X ). La aplicacién producto de matrices permite
obtener la estimacion de los coeficientes de la siguiente recta que modela los promedios condicionales

py|x =Bo+ /X +e
donde 3 = (B9 B1)! son los coeficientes que se quieren estimar, X es una matriz compuesta en la primera columna
por 1 y en la segunda columna los datos de x y ¢ es el error asociado a la estimacién.

Los coeficientes se pueden estimar por medio de la siguiente ecuacién matricial
A -1
8= (X txX ) Xy
donde Y es un vector columna de la respuesta. La ecuacién estimada queda de la siguiente forma
fry1x = Bo + B1X.
Como ejemplo, un investigador comprobar la relacion que existe entre el promedio del colegio con respecto a la nota de

diagnoéstico de matematica, la cudl es requisito para algunas carreras universitarias. Escoge una muestra aleatoria de 25
estudiantes que realizaron la prueba diagndstica, los datos se muestran en la tabla 30.

FEstudiante X : Promedio Y : Nota FEstudiante Promedio Nota

1 71,14 35,07 2 7554 42,95
3 76,03 46,09 4 71,73 41,08
5 80,58 40,59 6 7927 35,00
7 71,05 37,23 8 7447 36,26
9 74,53 51,83 10 71,39 41,22
11 71,42 48,07 12 78,81 39,78
13 77,50 40,39 14 7752 39,17
15 75,75 43,44 16 86,86 55,00
17 87,53 56,06 18 90,03 54,02
19 90,51 61,61 20 88,32 72,52
21 89,29 56,97 22 85,85 52,12
23 90,46 62,53 24 86,94 65,70
25 85,91 69,30 26 82,84 5344
27 84,63 54,64 28 81,02 65,39
29 90,85 62,23 30 90,54 60,52
31 98,33 83,30 32 96,81 75,01
33 91,43 70,99 34 93,73 79,18
35 94,66 77,46 36 95.64 77,66
37 95,10 71,25 38 98,54 80,71
39 91,77 64,93 40 98,05 73,36
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load ("datos.RData")

X=data$x
Y=datas$y
plot (X,Y, "Promedio", "Nota diagndstico")
@)
o _| (0]
@© © 0O
o o ° o
o (0]
8 K o
17} o}
0 o o
o Q[ - &
& © o
o o) OO o
© o o (@)
o 2
z © o
(@)
o a ®
Y7 5 8 o ©
0O o o
| | | | |
70 75 80 85 90 95
Promedio

Al realizar los puntos de cada observacion de los promedios contra la nota del diagndstica (conocido como grafico de
dispercidn), se observa un comportamientos lineal, lo cudl indica que se puede aplicar una regresion lineal.

Para estimar los coeficientes se tienen:

35,07 1 71,14
42,95 1 75,54
46,09 1 76,03
Y = . , X = . .
64,93 1 91,77
73,36 1 98,05
Las estimaciones de los coeficientes son
r T 11 t
1 71,14 1 71,14 1 71,14 35,07
1 75,54 1 75,54 1 75,54 42,95
. 1 76,03 1 76,03 1 76,03 46,09 ~70,2751
= : : : _< 1,4989)
1 91,77 1 91,77 1 91,77 64,93
1 98,05 1 98,05 1 98,05 73,36

El promedio estimado de la nota del diagndstico dado el promedio obtenido en el colegio, se puede modelar mediante la
ecuacion:

AN ota|Promedio = — 10,2751 + 1,4989 - Promedio
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Con este modelo se puede realizar estimaciones, como ejemplo cudl va ser el promedio diagndstico de estudiantes que
tienen una nota de 95 en el promedio de colegio.

[N otaloo = —T0,2751 + 1,4989 - 90 = 64,6259

Analisis de semantica latente

Es un método para realizar de mineria de texto, aplicado al andlisis de discursos politicos, presidenciales, revistas
cientificas, entre otras dreas. Como parte del método se utiliza la aplicacién de matrices para encontrar la matriz de
términos- términos y la matriz de documentos- documentos que son fundamentales para otros andlisis del método de
minerfa de texto. Se brinda un ejemplo para obtener dichas matrices.

Las siguientes son 4 frases escogidas de forma aleatoria en noticias publicadas en Facebook en Abril del 2020.
F1: La OMS declara pandemia al coronavirus Covid-19.

F2: Los sintomas del nuevo coronavirus son similares a la gripe.

F3: Se reporto el primer caso de Covid-19 en China.

F4: La primer cuarentena de la pandemia tuvo lugar en China,ahora Italia estd en cuarentena.

Se considera una matriz que representa la frecuencia de las palabras en cada frase:

Palabra| F1 F2 F3 F4

OMS| 1 0 0 0
Declara 1 0 0 0
Pandemia] 1 0 0 1
Coronavirus| 1 1 0 0
Covid — 19| 1 0 1 0
Sintomas| 0 1 0 O
Nuevol 0 1 0 0
A= Similares] 0 1 0 0
Gripel 0 1 0 0
Reporto, 0 0 1 0
Primer| 0 0 1 1
Caso, 0 0 1 0
China| 0 0 1 1
cuarentenal] 0 0 0 2
lugar| 0 0 0 1
Italia] 0 0 0 1
La matriz términos - términos se define como B = AA?
ejemplo <- read.delim("/cloud/project/ejemplo.txt")
A=as.matrix (ejemplo)
B=A%* %t (A)
B
i (1] t,21 (,31 [,4] [,5) [,e) [,7] [,8] [,9] [,10) [,11] [,12] [,13]
## 0 [1,1] 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
##[2,] 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
##  [3,] 1 1 2 1 1 0 0 0 0 0 1 0 1
## 0 [4,] 1 1 1 2 1 1 1 1 1 0 0 0 0
##  [5,1 1 1 1 1 2 0 0 0 0 1 1 1 1
## 0 [6,] 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0
##H[7,] 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0
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##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##

Matriz documentos - documentos C' = A*A
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C=t (A) %* %A

C

#4 Fl F2 F3 F4
## F1 5 1 1 1
## F2 1 5 0 0
## F3 1 0 5 2
## F4 1 0 2 9

Posteriormente, se realizan otros procedimientos para realizar un andlisis del texto. Sin embargo, en dicho procedimiento
se utiliza matrices con auto vectores propios, dicho tema no se encuentra contemplado en la propuesta didéctica, pero se
desarrolla en el curso. Puedes consultar detalladamente el procedimiento matricial en Valero (2017).

Video que resume procedimiento:

Ejercicios de Matrices y Sistemas de Ecuaciones Lineales https://www.youtube.com/watch?v=neKQABJRtHc
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Actividad 8

1. Supongamos que un contratista de obra ofrece los siguientes tipos de viviendas residenciales que tienen los
requisitos de insumos indicados en la tabla siguiente:

Vivienda e insumos | Acero Madera Vidrio Mano de obra
Campestre 5 20 16 17
California 7 18 12 21

Colonial 6 25 6 13

Supongamos ahora que el contratista mencionado recibe un pedido para construir 5 casas de tipo campestre, 7 del tipo
California, y 12 del tipo Colonial.

Determinar el requerimiento de insumos (Cantidad de materiales y mano de obra) por medio de la relacién

R=2xA

Donde x corresponde a una matriz columna de los requerimientos y A los datos que se disponen en la tabla.

2. Realizar una analisis de regresiéon de minimos cuadrados utilizando los siguientes datos, que corresponden
a la exportaciones de moluscos y peces en Costa Rica, para predecir cuantos kilos se exportaran en el 2019,
suponiendo que el comportamiento es lineal. Los datos fueron escogudos de forma aleatoria.

Ano Kilos

1999 | 21974981
2001 | 32033516
2002 | 32394710
2007 | 15895804
2010 | 12813288
2011 | 14632046
2012 | 17818512
2015 | 13630430

Fuente: Datos tomados Estadisticas ambientales producidas por el INEC

3. Calcule la matriz de terminos-terminos y documentos-documentos del siguiente parrafo (Datos tomados de
Grarajes, 2018):

De seguir a este ritmo, a nivel mundial, la ONU estima que para el 2050 habra mas pléstico que peces en el mar.
El 80 % del plastico desechado es lanzado al mar.

De acuerdo con el Programa de Naciones Unidas para el Desarrollo (PNUD), la industria del plastico es la tercera
industria mas grande de Costa Rica.

El problema es que la cantidad de plastico que desechamos también es sorprendente. Segtin el PNUD, por dia, Costa
Rica desecha cerca de 550 toneladas de plastico diariamente.

A pesar de los esfuerzos que hace el pais por cuidar el ambiente, los expertos concuerdan en que una de las mayores
debilidades es la falta de una ley que regule el uso del plastico.
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Sesion de clases 6

Sub competencias desarrolladas

Demostrar teoremas sobre determinantes y calcular determinantes usando la definicién y sus propiedades.
Demostrar la invertibilidad de una matriz conociendo su determinante.
Integrar software apropiado en la mediacion pedagdgica para potenciar los estilos y ritmos de aprendizaje del estudiantado

Nivel de complejidad

Nivel I: Incluye acciones en su mayoria rutinarias, predecibles y elementales que permiten incorporar el conocimiento
nuevo a las estructuras mentales previas

Determinantes 2 x 2
Sea A € M>(R)

Se denota el determinante de A como |A| y para el caso de matrices de tamafio 2 x 2 se define

a1l a2
a21 a22

Al =

= 11G22 — G120G21

Observacion: También se puede utilizar la notacién det(A) para indicar el determinante de la matriz A.

Menor principal

Sea A una matriz de n x n 'y sea M;; la matriz de tamafio (n — 1) x (n — 1) que se obtiene de A, eliminando la fila iy
la columna j. M;; se llama el menor ij de A.

Cofactor

Sea A una matriz de n x n. El cofactor ¢j de A, denotado por A,;, estd dado por
Aij = (=1 |3

Determinante

Sea A € M, (R), el determinante de A calculado a partir de la fila en la posicién i estd dado por

n
Al = a11 411 + a12A12 + - + a1 A = Z a1k A1k
k=1

Esta definicién se conoce como el desarrollo por cofactores.

Procedimiento para encontrar el determinante

A:

(el NI
S Ot O
N = O

Solucién: Desarrollando la definicién en la primera fila
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1 0 0
Al=12 5 1
0 6 2

= a11A11 + (112A12 + Q13A13

ar1 (=) M| + ar2(=1)" 2 Mya| 4+ ar3(—1)"3| M)

5 1 2 0 2 0
(1 141 (L 1)142 C(_1)143
=1-(-1) ‘6 9 +0-(-1) 1 2‘4—0(1) 5 6’
=5-2-1-6
=4.

Actividad 9

1. Realizar el procedimiento para encontrar el determinate de la matriz A del ejemplo anterior, utilice la definicién
en la fila 2 y luego en la fila 3.

2. Analice que sucede con el determinante si aplicamos la definicidon operaciones elementales a las filas. ; Qué se
puede concluir?
Propiedades del determinante
1. Sean A, B € M, (R), los determinantes cumplen las siguientes propiedades:
= |AB| = |A]|B|
= AT =14
2. Si A es una matriz cuadrada y posce una fila (o columna) de ceros, entonces ¢l determinante de la matriz es 0.

3. Si A es una matriz cuadrada y B una matriz obtenida a partir de la multiplicacién del escalar c a la fila 7, Entonces

|B| = c-|A]
aix aiz - A1n ai1 ai2 e A1n
a1 a2 - a2n a21 a22 v G2n
A= , B=
Q41 Q2 v Qi C-Q31 C-Qj2 -+ C: Qin
Gp1  QAp2 - Gnn anl an2 T Gnn

4. Si A es una matriz con dos filas iguales o columnas, entonces |A| = 0.

Relacion de la matriz inversa y determinantes

Sea A es una matriz cuadrada n X n, entonces |A| # 0 si y solo si A~1 existe. Ademds, si A~! existe entonces
Al = L
A7 =1

Actividad 10

1. De ejemplo de una matriz de tamafio 2 X 2 con determimante distinto de cero. Encuentre una relacién del
determinante de A cuando se aplica operaciones elementales en la fila. A partir de las concluciones calcule el
determinante de B aplicando operaciones elementales de fila
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1 2 5 6
0o 1 29
B = 3 =10 0 2
1 3 21

2. Demuestre por medio de contraejemplo que dado A y B matrices cuadradas, |[A + B| # |A| + | B].

3. Calcule el determinante de BB aplicado la definicién en cualquier fila, adiccionalmente aplique el mismo método
pero aplicado a cualquier columna. ; El resultado es el mismo?

4. Una de las aplicaciones de determinantes en matrices de tamafio 2 x 2 es el célculo de drea de paralelogramos.
Considere dos vectores direccionales u = (u1,u2) y v = (v1, v2) , el drea del paralelogramo determinado por
esos vectores se puede calcular

Uy Uz
U1 U2

Grafique los vectores direccionales v = (1,1) y v = (1,—2). Calcule el drea del paralelogramo utilizando el
determinante.

5. Determine si las siguientes matrices poseen inversa y célcule la inversa utilizando el determinante

1 0 0 0 10
5 3 2 ;_313__110 2 3 -2 -9 4
10 6 4 |, L 9 0 3 | 3 -6 2 -3 5
1 20 1 o 8 s 5 -7 6 0 6

7 -15 -7 -1 4

6. La férmula para obtener la estimacion de coeficientes por medio de regresion por minimos cuadrados es:

A -1
f=(X'X) XY
Suponiendo que existe una relacién lineal y los supuestos para aplicar el modelo. ;Cudl es la condicién matematica
para aplicar el método?
Paquete matlib para encontrar la inversa y determinantes con R
El paquete matlib de R permite resolver ejercicios relacionados a matrices, determinantes y sistemas de eucaciones
lineales.
Inversa de matrices con R

Ejemplo: consideramos la matriz. A

1 -4 -5 =5
3 -1 3 0
A= 5 =2 1 5
5 —2 -3 0

Para Calcular la inversa de una matriz A, se utiliza la funcién Inverse(A, verbose=TRUE, fractions=TRUE) del paquete
matllib. Dentro de la funcién se agrega la opciones verbose=TRUE para mostrar el procedimiento computacional de
como se cdlculo la ibversa y fractions=TRUE para mostrar en forma de fraccién el resultado.

Ejemplo: Calcular la inversa la matriz A.
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A=Al (@ (L, =4,=5,=8,3,=1,3,0,5,=2,1,5;,5,=2,=3,0) , 4, TRUE)
library (matlib)
Inverse (A, TRUE, TRUE)

Rango de matrices

Por medio de la funcién R(A) del paquete matlib se obtiene el rango de la matriz A.

A-matrix(c(1,-4,-5,-5,3,-1,3,0,5,-2,1,5,5,-2,-3,0), 4, TRUE)
library (matlib)

R (A)

Determinantes

Funcién para Cofactor: Se utiliza la funcién cofactor(4, i, j) con A una matriz cuadrada, donde i indica la posicién
de filas y j la de columna.

Ejercicio: Calcular el determinante de A, utilizando la funcién cofactor() en la primera fila.

Recordar el siguiente resultado

|A| = Z aikCik
=1

donde 7 es la fila desarrollada para sacar los cofactores Cy;.Recordemos que en R se puede optener la entrada de la fila
iy columna j de la matriz A con A[i, j].

A-matrix(c(1,-4,-5,-5,3,-1,3,0,5,-2,1,5,5,-2,-3,0), 4, TRUE)
library (matlib)

detA=A[l,1]*cofactor(A,1,1)+A[1l,2]+xcofactor(A,1,2)
+A[1l,3]*cofactor(A,1,3)+A[1l,4]xcofactor (A,1,4)

det (A) #Para comprobacidn

Menor principal: Se obtiene del determinantes de la matriz a la que se le suprime la fila i y columna j. Se utiliza la
funcién minor(A,i,j) con A matriz cuadrada, i es la posicién de la fila y j la posicion de la columna.

Ejemplo: Calcular el determinante de la matriz obtenida al suprimir la fila 3 y columna 3 de A, utilizando la funcién
minor().

A=matrix(c(1,-4,-5,-5,3,-1,3,0,5,-2,1,5,5,-2,-3,0), 4, TRUE)
library (matlib)
Minor (A, 3, 3)

Video resumen de utilizacion

Matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales con matlib: https://www.youtube.com/watch?v=fmuwadZwo

wQ
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Sesion de clases 7

Sub competencias desarrolladas

Construir e interpretar modelos matematicos sobre sistemas de ecuaciones lineales a partir de situaciones reales para
reconocer la importancia del 4lgebra lineal en la vida cotidiana.

Resolver sistemas de ecuaciones lineales

Expresar, en forma apropiada, el conjunto solucién de un sistema de ecuaciones lineales.

Resolver sistemas de ecuaciones cuadrados usando la Regla de Cramer.

Aplicar los métodos de solucién: eliminacién gausiana y Gauss-Jordan en la solucién de sistemas de ecuaciones

Nivel de complejidad

Nivel I: Incluye acciones en su mayoria rutinarias, predecibles y elementales que permiten incorporar el conocimiento
nuevo a las estructuras mentales previas

Actividad 10

Resolver el siguiente problema

La compaiiia Sunrise Porcelain fabrica tazas y platos de ceramica. Para cada taza o plato un trabajador mide una
cantidad fija de material y la pone en la mdquina que los forma, de donde pasa al vidriado y secado automadtico. En
promedio, un trabajador necesita tres minutos para iniciar el proceso de una taza y dos minutos para el de un plato.
El material para una taza cuesta 25 délares y el material para un plato cuesta 20 délares. Si se asignan 44 ddlares
diarios para la produccién de tazas y platos, jcudntos deben fabricarse de cada uno en un dia de trabajo de 8 horas,
si un trabajador se encuentra trabajando cada minuto y se gastan exactamente 44 délares en materiales? (Tomado de
Grosman y Flores, p.8,)

Entre los métodos que se pueden utilizar para resolver el problema se encuentran la sustitucion de variables. Con la
ayuda de la teoria de matrices veremos como resolver sistemas de ecuaciones lineales.

Sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de n ecuaciones lineales y m incégnitas x1, - - - , Z,,, se escribe en la forma:
anzr + aprz + + apT, = b
anzr + axry + -+ anTm = by

+ + + =
ap1T1 + QpaT2 + 0+ AT, = by

donde los niimeros a;; y b; son valores conocidos. Los valores a;; denota el coeficiente en la ecuacién ¢ asociado a la
variable j.

En forma matricial se puede escribir un sistema de ecuaciones lineales como AX = b, donde

a1 a2 - Gin T by

a1 Qy - Q2 T by
A= ; ] ) ) , X = : yb=

an1 An2 e Ann Tn bn

Sistema consistente

Un sistema de ecuaciones lineales se dice que es consistente cuando posee solucién y cuando el sistema no posee
solucién es un sistema inconstante.
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Ejemplo método de solucion de sistemas de ecuaciones lineales

La representacién de la matriz aumenta es (A|b), donde A es la matriz con los coeficientes del sistema y b es el vector
columna de la respuestas del sistema. Al aplicar operaciones elementales en la filas de la matriz aumentada se obtiene
una matriz que representa un sistema de ecuacion lineal equivalente, que en terminos pricticos nos intesa ya que los
sistemas equivalente poseen la misma solucion.

Primer método: Se aplica operaciones elementales en las filas de la matriz aumentada para llegar a una matriz de
forma triangular

2c+y = 1
r+y = 4
r+y+z = 6
La matriz aumentada del sistema es
2 1 0 | 1
(Alp) = 110 | 4
111 | 6

Tenemos que aplicar operaciones clementales de fila, para llegar a una matriz tridngular.

2 1 0 | 1 100 | -3
Apy=[1 10 | 4| 1110 | 4
111 ] 6 111 ] 6

Luego de aplicar la operacién se obtiene el siguiente sistema

x = —3 Ecuacién 1l
r+y = 4 Ecuacién 2
z+y+z = 6 Ecuacién 3

Abhora se sustituye x en la ecuacion 2, con el valor de x de la ecuacidn 1, y se obtiene

B3+y=4=y=".

Luego se sustituye los valores de z, y en la ecuacién 3

3+T7+2z=6=2=2.

De esta manera se tiene que la solucién del sistema de ecuacién es

S = 7

A este método se le conoce como el método de reduccion o eliminacion de Gaussiana.

Método 2: Al reducir la matriz optenida anteriormente a una matriz identidad, se tiene
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2 1 0]1 11 0|4
Ap)=|1 1 0la | =151 2 1 0|1
11 1|6 11 16
, 1 1 0] 4
—f1+f2 0 -1 0l -7
B\ 0 1] 2
, 11 0|4
2kl o 1 07
00 12
10 0]-3
—fo+f1 01 0 7
00 1] 2

Este método se conoce como reduccion Gauss-Jordan o Jordan-Gauss.

Regla de Cramer

Otro de los métodos, para encontrar la solucién de sistemas de ecuaciones lineales con solucién unica es el método de
Cramer.

Sea AX = b un sistema de ecuaciones con n incognitas y n ecuaciones, donde

aip a2 - QAin T1 b1

a21 Q22 - A2n Z2 bo
A= . X = , b=

anl aAn2 et Ann Tn bn

Un teorema nos dice que el sistema AX = b tiene solucién tnica si y solo si |A| # 0.

La regla de Cramer nos dice que la solucién tnica del sistema es

_ @ |A2| _ |An|

x1_|A|7 x2_|A|7"'7 xn_|A|

donde A; representa la matriz que se optiene cambiando la fila ¢ por b.

Ejemplo: Considerando el sistema de ecuaciones lineales

2r+y = 1
z+y = 4
TH+y+=z 6
Sabemos, por el ejemplo anteior, que posee solucién tinica.
210 1
A= 1 1 0 |, b= 4
111 6

Para obtener la matriz A;, se remplaza la columna 1 de la matriz A, por los valores de la matriz columna b. De igual
forma se obtiene Ao cambiando la columna 2 y para la matriz A3 la columna As.

110 21 0 2 1 1
A= 4 1 0], As=|1 4 0|, A3=(1 1 4
6 1 1 1 6 1 116
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Posteriormente, se calcula el valor que corresponde cada variable.

110
410
T R U S
DY 2 1 0| 1
110
11 1
2 1 0
1 4 0
M 16| T
A 2 1 0] 1
110
11 1
2 1 1
11 4
gl |11 6] 2
T4 2 1 0| 1
110
111

Descripcion de solucion en sistemas de ecuaciones lineales

Solucién Unica: Si aplicamos la reduccion Gauss-Jordan a un sistema de la forma AX = by se obtiene una matriz
equivalente a la matriz a la identidad, el sistema tiene solucién tnica.

Ejemplo: Considerando el sistema de ecuaciones lineal

r+y = -3
r+2y = 4 7

Se puede representar por medio de la matriz aumentada de la siguiente forma:

wn=(11]7)

Se aplica el procedimiento para reducir la matriz
(1 1| =3\ —fith 1
an=(1 2|3 )7 (s
1
0

Al representar la matriz a la cudl llegamos, se tiene

. =
y = 7 7

|

\
—
o
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Soluciones infinitas o dependiendo de un parametro: Si al aplica el método de Gauss-Jordan a la matriz aumentada
(A]d) y se obtiene una o mds filas con ceros, el sistema tiene soluciones dependiendo de pardmetros. También se puede
obtener soluciones dependiendo de pardmetros cuando el sistema tiene mds pardmetros que ecuaciones.

Ejemplo aplicacioén: Considerando la siguiente matriz aumentada, la cudl representa un sistema de ecuaciones lineales.

1 2 3|1 ) 1 2 3|1
Apy=| 0 1 5]2 | 225510 1 5|2
2 4 6|2 0 0 0|0
) 1 0 —-7|-3
2R L0 1 5 | 2
00 01O
El sistema que representa es
r—Tz = =3
y+5z = 2
0 =0

Despejando z y y, se optiene:
T=-34+7z
y=2-—52

De esta manera se escibe la solucién del conjunto solucién por comprension

-3+ 7z
S=<ZeR 2 — 5z
z

Solucién inconsistente: Si al aplicar el método de reduccidn se obtiene alguna contradiccion con el sistemas. Por lo
general la fila de coeficientes es 0 y el resultado es cualquier valor diferente de 0.

Ejemplo sistema inconsistente

Al aplicar el método de reduccion se llega al siguiente resultado:

10 | 1 _lz= 1,
0 0 | 2 0=2.
La contradiccidn del sistema se da 0 = 2, lo cudl es falso y por ello el sistema no posee solucion.

Actividad

1. Determine el comportamiento de la solucién de sistema de ecuaciones lineales cuando el determinante de la
matriz de coeficientes es 0. Considere los siguientes sistemas, cdlcule y determine si posee o no solucidn.

r+z = 2 3r1+3x3 = 22
2y = 6 , 2x1 + 22, = 24
r+y+z = 5 r1+x3 = T.

2. Determinar el valor de la constante K para que el siguiente sistemas posea:
= Solucién tnica

= Soluciones infinitas
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= No posea soluciones

r+y+kz = 2
r+4y+2z = k
2r4+3y—2z = 1

3) Modelo abierto de Leontief : Se quiere calcular la demanda final a partir de una matriz de tecnologia. Se tiene la
siguiente igualdad

(I —A)X =D, donde A es una matriz tecnolégica y D indica la demanda final

Si la matriz de tecnoldgia es

|Ag7‘icultura Siderurgia Carbdn

Agricultura 0,1 0,01 0,01
Siderurgia 0,02 0,13 0,20
Carbén 0,05 0,18 0,05

Con un superdvits de 2350 toneladas produccién agricola, 4552 acero y 911 de carbdon. Represente el sistema y calcular
la produccién bruta.

4 . Plantee el sistema de ecuaciones lieales del siguiente problema y encuentre la solucién:

Un departamento de pesca y caza del estado proporciona tres tipos de comida a un lago que alberga a tres especies de
peces. Cada pez de la especie 1 consume cada semana un promedio de 1 unidad del alimento A, 1 unidad del alimento
B y 2 unidades del alimento C. Cada pez de la especie 2 consume cada semana un promedio de 3 unidades del alimento
A, 4 del B y 5 del C. Para un pez de la especie 3, el promedio semanal de consumo es de 2 unidades del alimento A, 1
unidad del alimento B y 5 unidades del C. Cada semana se proporcionan al lago 25 000 unidades del alimento A, 20
000 unidades del alimento B y 55 000 del C. Si suponemos que los peces se comen todo el alimento, ;cudntos peces de
cada especie pueden coexistir en el lago? (Tomado de Grossman y Flores, p.17, 2012).

Representacion geométrica de sistemas de ecuaciones lineales

Para sistemas conformados por dos variables y dos igualdades, por ejemplo

anr+apy = b
a1 T +azy = bo.

cada una de las ecuaciones representa una recta en el plano cartesiano, en caso de que dichas rectas se intersequen
entonces el sistema tiene solucién unica. En caso de que las rectas sean paralelas el sistema de ecuaciones lineales no
posee solucion y cuando coinciden las dos rectas las solucién depende de pardmetros.

Sistemas de ecuaciones lineales con matlib

Eliminacién Gauss-Jordan: La funcién que permite realizar el método de eliminacién Gauss-Jordan en sistemas
de ecuaciones lineales es gaussianElimination(A, b, verbose=TRUE, fractions=TRUE) donde A es la matriz de co-
eficientes, b el vector de resultados, verbose=TRUE es una indicacién que permite ver el desarrollo del método y
fractions=TRUE es para observar las entradas de la matriz con fracciones.

Ejemplo: Resolver el sistema utilizando el método Gauss-Jordan

r — 4y — 5z — bw = 0
3r — y + 3z = 0
5c — 2y + 2z + w = 0
S5t — 2y — 3z = 0.
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Figura 2: Solucién dependiendo de parametros

-1

3

==

Figura 3: No existe solucién

Figura 4:

Solucién Unica
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Aematrildsk(@(l,=4,=5,=9,3,=1,3,0,;,8,=2,1,9;9,=2,=3,0) 4, TRUE)
library (matlib)

b=rep (0, 4)

gaussianElimination (A, b, TRUE, TRUE)

Nota: Otra funcién de matlib que permite encontrar la solucién de sistemas de ecuaciones es Solve(A,b).

A=matridsk (@ (l,=4,=5,=9;3,=1,3,0,;,8,=2,1,9;9,;,=2,=3,0) ; 4, TRUE)
library (matlib)

b=rep (0, 4)

Solve (A, b, TRUE, TRUE)

Grificas de sistemas

El paquete matlib posee dos funciones para la gréficacion de sistemas. La funcion plotEqn(A, b) para graficar rectas y
plotEqn3d(A,b) para planos.

Ejemplo: Graficar el siguiente sistema de ecuaciones lineales.

r - 2y = -1
- + 3y = 3.

library (matlib)

## Warning in rgl.init (initValue, onlyNULL): RGL: unable to open X11 display

## Warning: 'rgl.init' failed, running with 'rgl.useNULL = TRUE'.

A=matrix(c(1l,-2,-1,3), 2p TRUE)
b=c (-1, 3)
plotEqgn (A, b, c("x","y"), TRUE)
## x - 2xy = -1
## —x + 3xy = 3

©_

q—_
> AN —

Ejemplo: Grificar el siguiente sistema de ecuaciones lineales.

44



r + y + 2z = 9

2 + 4y — 3z = 0
dr + 6y — 5z = 1.
B<-matrix(c(1,2,3,1,4,6,2,-3,-5), 3, 3)

c<—- 0(9/ Orl)
library (matlib)
plotEgn3d (B, c)

Manejo de simbolos cumputacionales

El lenguaje de programacién de R permite el trabajo con datos conocidos. Para efectos de la propuesta llamaremos
simbolo a una variable que no tiene valor numérico conocido. Para utilizar simbolos instalamos el paquete rSymPy.
Luego de cargar el paquete, se introduce la funcién sympyStart(), para que no haya errores en su utilizacién.

library (rSymPy)
sympyStart ()

El lenguaje de programacion con el paquete Rsympy es diferente al de R, por ser un interfaz de un paquete de Python,
por lo cual se explica a continuacién como utilizarlo

Definir variables

En el lenguaje de programacién de R, no podemos realizar operaciones con variables (entendiendo variable desde el
punto matematico, una letra a la cudl podemos realizar operaciones o encontrar un valor a una solucién de una ecuacién).
Por ejemplo, veamos que sucede si realizamos la operacién 3z + x.

3*X+x

## Error in eval (expr, envir, enclos): object 'x' not found
Observamos, que nos tira un error. Tendriamos que asignar un valor a la variable para poder realizar la operacion.

Ahora resolveremos algunos ejemplos de cémo utilizar el paquete RSymPy para resolver problemas que involucren
variables matemdticas.

Vamos a definir las variable a y b con la funcién Var de rfSymPy, para realizar las siguientes operaciones

a  a 9
5 T3 (a+0b)°.

Primero vamos a definir las variables por medio de la funcién Var y el nombre de la variable
a=Var ("a")

b=Var ("b")

a/2+a/2

Ahora, para realizar la operacion (a + b)? la indicamos por medio del comando de potencia encerrado con parentesis
redondos.

wan

a=Var ("a
b=Var ("b"
(a+tb) "2

)
)

Para obtener el resultado la funcién sympy(“procedimiento”) y la funcién simplify() de SymPy. Se utiliza ** para las
potencias.

a=Var ("a")
b=Var ("b")
sympy ("simplify ( (a+b) xx2) ")
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Matrices Se resumen las siguientes funciones que se utilizan en SymPy, estas se introducen dentro de la funcién

sympy() y entre comillas.

Suma de matrices: A + B
Producto de matrices: A x B
Producto escalar por matriz: k « A
Potencia de matrices: A x xk
Inversa de matrices: A * x — 1
Transpuesta de matrices: A.T
Matriz Identidad: eye(n)

Matriz Nula: zeros(m, n)
Determinantes: A.det()

Ejemplo: Ingresar la matriz A y calcular A*A — 2213 con I3 la matriz identidad

b

I
— = O
[NORE R
8 O8

library (rSymPy)

sympyStart ()

x=Var ("x") #Definir variable x

sympy ("A = Matrix([[O0,1,x], [1,x,0],[1,2,x]]1)")

cat (sympy ("A = Matrix([[0,1,x], [1,%,01,I[1,2,x11)"))

La funcién cat() permite visualizar la matriz de mejor manera.
Sistemas de ecuaciones lineales:

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales

ar + by — cz = k
ex — fy 4+ gz = wu
hr — 1w 4+ jz = .

Se utiliza la funcién Eq() en SymPy para indicar ecuaciones. Como ejemplo Eq(ax+ by - cz,k) nos indica la ecuacién
axr + by — cz = k. La funcién que permite resolver sistemas de ecuaciones es solve([ecuaciones separadas por
comas],(variables separadas por coma))

x=Var ("x")
y=vVar ("y")
z=Var("z")
sympy ("solve ([Eg(x + v + z ,— 1),Eq( x + vy + 2xz ,— 3) 1, (x, y, z))")

n n

Video que resumen el procedimiento:

Matrices y sistemas de ecuaciones lineales con RSymPy https://www.youtube.com/watch?v=3ag0wvsgkKs
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Sesion de clases 8

Relacion rango de matrices con sistemas de ecuaciones lineales

Considerando un sistema de ecuaciones lineales de la forma AX = b, se puede obtener el rango de la matriz de
coeficientes A y también el rango de la matriz ampliada (A|D).

r+2y+3z = 3
r+y+z = 1
2r+4y+62 = 3
La matriz ampliada del sistema es
1 2 313
11 111
2 4 6|3

Aplicando operaciones elementales de filas se llega:

1 1] 1
0 2| 2
0 0 0]-3

0
1

El Rango de la matriz ampliada es de 3, mientras que el rango de la matriz de coeficiente A es 2 y sabemos que el
sistema de ecuaciones lineales no posee solucién debido a que se llega a una contracccion.

Actividad

1. De ejemplos de un sistemas de tamafio 3 x 3 que posee solucién unica, un sistema con solucién que depende de
parametros y un sistema que no posee solucion. Calcule el rango de la matriz de coficientes y matriz aumentada.
Cudl es la relacion que existe entre los rangos y la solucién del sistema.

2. Un sistema es homogéneo cuando tiene la forma AX = 0. Encuentre la relacion de la solucién comparandolo
con el rango.

Las relaciones del rango con la solucion del sistema de ecuaciones lineales AX = b que posee m ecuaciones son:
» Rango(A) < Rango(A|b) < Ax = b, No posee solucién
s Rango(A) = Rango(A|b) < m < Az = b posee solucién dependiendo de parametros

s Rango(A) = Rango(A|b) = m < Az = b posee solucién unico
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