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Capitulo I: Introduccién

En este capitulo se expone el planteamiento del problema del estudio, y algunas evidencias
sobre el estado actual de la investigacion en la tematica.

1.1. Planteamiento del problema

A continuacion, se expone el planteamiento del problema del presente estudio. De este
modo, se divide esta seccion en los apartados: tema, problema de investigacion, justificacion y

objetivos.
1.1.1. Tema

Disefio de una propuesta para la ensefianza del tema funciones de varias variables mediante
el Aprendizaje Basado en Proyectos (ABP) en el curso MAT050 Calculo 11 para Economia de la

Universidad Nacional de Costa Rica (UNA), Sede Central — Campus Omar Dengo.
1.1.2. Problema de investigacion

¢Como implementar el ABP para la ensefianza del tema funciones de varias variables en el

curso MATO050 Calculo Il del plan de formacidon de la carrera Bachillerato en Economia?
1.1.3. Justificacion

A partir de los datos recolectados en las actas de calificaciones elaboradas por la Escuela
de Matematica (2018, 2019a, 2019b) de la UNA, en los periodos Il ciclo 2018, I ciclo 2019 y Il
ciclo 2019, solo 46,1% de la poblacién matriculada en el curso MATO003 Calculo 11 logré aprobar
la asignatura. De igual manera se pueden apreciar condiciones similares en otros cursos de servicio
que esta unidad académica ofrece a la comunidad estudiantil. Por ejemplo, en las asignaturas
MATO001 Matematica General y MAT002 Calculo | los porcentajes de aprobacion en el mismo
periodo corresponden a 35,7% Yy 38,1% respectivamente. Por consiguiente, es posible establecer
que los cursos de matematica universitarios suelen caracterizarse por un bajo rendimiento

académico.



Estos altos indices de reprobacion y el bajo rendimiento estudiantil se relacionan con el
aumento de la desmotivacion escolar. Pues, tal como lo sefialan Afzal et al. (2010), el estudiantado
logra mantenerse motivado en los procesos de ensefianza-aprendizaje cuando alcanza un buen
desempefio académico, y viceversa. En otras palabras, hay una correlacion entre el rendimiento
estudiantil y la motivacion. De modo que se podria tomar ventaja del papel que juega la motivacion

para mejorar la situacién mencionada en el parrafo anterior.

Por otro lado, en la asignatura MATO003 Célculo I, segin el programa de este curso se
tiene como finalidad que la poblacion consiga utilizar los conocimientos estudiados en su
respectiva area profesional (Escuela de Matematica, 2021b). Sin embargo, Gnicamente 11,8% de
los objetivos especificos de la asignatura hacen referencia a problemas de aplicacion, y es con base
en estos que se determina el abordaje de los contenidos en las clases. Es decir, existe una vaga
relacion entre el propdésito del curso y la metodologia establecida para el mismo.

Al respecto, Castillo et al. (2018) sefialan que la universidad deberia garantizar las
condiciones necesarias para que las personas logren cursar con éxito las asignaturas, esto es,
analizar las acciones que se requieran realizar a fin de asegurar su aprendizaje. En tal sentido,
durante el Il ciclo del afio 2021 se aprobd la creacion del curso MATO050 Calculo 11 para Economia,
dada la peticion de la Escuela de Economia de realizar modificaciones en la programacion de la
asignatura MATO003 Calculo Il (Escuela de Matematica, 2021a). Para esta carrera en especifico,
se sustituyo a partir del afio 2022, la asignatura MATO003 Calculo 1l por MAT050 Célculo Il para
Economia. Lo anterior, con la finalidad de alcanzar los requerimientos de esta en otros cursos de
la malla curricular de la carrera de Bachillerato en Economia. Siendo asi, seria pertinente
considerar nuevas propuestas metodoldgicas para dicha asignatura de manera complementaria a
las estrategias de instruccion que suelen establecer en los cursos de matematica universitarios, por

ejemplo, la implementacion del ABP.

La implementacién del ABP en los procesos de ensefianza—aprendizaje es cada vez mas
comun en las diferentes disciplinas académicas alrededor del mundo. Esto dado a que es una
estrategia metodoldgica que posibilita la creacion de salones de clase con un alto nivel de
motivacion y rendimiento estudiantil (Morgan y Slough, 2013). Adicionalmente, esta metodologia

impulsa experiencias auténticas enmarcadas dentro de un contexto real, las cuales permiten
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desintegrar aprendizajes previamente alcanzados para la construccién de nuevos conceptos
matematicos (Capraro y Slough, 2013). Es decir, en caso de llevarse en el curso MAT050 Calculo
Il para Economia, podria favorecer la utilizacion de conocimientos previos, asi como la motivacion

y el rendimiento académico del estudiantado.

Tal como lo exponen Rozhkova et al. (2021), el ABP es una oportunidad real de aplicar los
saberes de otros campos en el estudio de la matematica, y viceversa. Lo cual es fundamental si se
desea realmente lograr la formacion integral de profesionales que se menciona en los programas
de estudio de las carreras ofertadas por la UNA. Inclusive, desde la perspectiva del estudiantado,
la implementacion de esta estrategia metodologica promueve el alcance de un aprendizaje
significativo y el entendimiento de la aplicabilidad de los contenidos a la vez (Ng y Chung, 2019).
Esto es, existe una actitud positiva de la poblacion estudiantil hacia el uso del ABP en los salones
de clase, puesto que le permite involucrarse en la construccion de su aprendizaje y valorar lo

aprendido.

Con respecto a la ensefianza del célculo, en los ultimos tres siglos el anélisis ha sido un
instrumento esencial en la aplicacion de las matematicas a multiples disciplinas (Zuccheri y
Zudini, 2014). No obstante, la mayoria de los estudios realizados sobre la instruccion de este
coinciden en las dificultades de las personas para aprender sus nociones basicas, debido a la
complejidad y abstraccion con que se les presenta los conocimientos. En tal sentido, Cozzens y
Roberts (2020) sefialan que los cursos universitarios de calculo deben mostrar la aplicabilidad de
los contenidos en otros campos cientificos, de forma tal que facilite a la poblacién su comprension.

En relacion con lo mencionado, el tema de funciones de varias variables es muy importante
en matematicas, ya que posee multiples aplicaciones; el no comprenderle podria dificultar el
entendimiento de otros conocimientos y, en consecuencia, afectar el desempefio en otras
disciplinas (Kashefi et al., 2020). Tal es el caso en economia, ciencia para la cual la comprension
de esta tematica es de gran importancia, en particular por su utilidad para entender las bases de la
teoria econémica, entre otros usos. Por ello, esta tematica es parte de la formacion de estudiantes
de la carrera de Bachillerato en Economia de la UNA, especificamente a partir del | ciclo 2022,
donde se desarrolla en el curso MATO050 Calculo 11 para Economia; previo a este periodo se
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abordaba en el curso MATO003 Calculo Il, ambos impartidos por la Escuela de Matematica de la

misma institucion.

De esta forma, debido a que la Escuela de Matematica es participe en la preparacion
profesional de dicha poblacion, es importante que la asignatura se imparta de manera eficaz. En
especial porque la Escuela de Economia, encargada de la carrera Bachillerato en Economia, busca
el bienestar de la sociedad costarricense; puesto que pretende la formacion de profesionales que
contribuyan a la mejora del desarrollo y la calidad de vida del pais, sobre todo de los sectores mas
pobres y de exclusion social (Escuela de Economia, 2019).

Por lo tanto, en el presente trabajo de investigacion se desarroll6 una propuesta didactica
para la implementacion del ABP en la ensefianza del tema funciones de varias variables a
estudiantes de Economia. Especificamente en el curso MATO050 Calculo Il para Economia
impartido por la Escuela de Matematica de la UNA, en la Sede Central — Campus Omar Dengo.
Esto mediante la revision exhaustiva de material bibliografico referente a la tematica en cuestion

y la percepcion de profesionales en el area.
1.1.4. Objetivos
Obijetivo general.

Elaborar una propuesta para la implementacién del ABP en la ensefianza del tema
funciones de varias variables del curso MATO050 Calculo Il para Economia, a estudiantes de la

carrera Bachillerato en Economia de la UNA, Sede Central — Campus Omar Dengo.
Objetivos especificos.

a. Efectuar un andlisis conceptual del tema funciones de varias variables en el curso
MATO050 Calculo Il para Economia.

b. Realizar un analisis de contenido del tema funciones de varias variables en el curso
MATO50 Calculo Il para Economia.

c. Efectuar un analisis cognitivo del tema funciones de varias variables en el curso MATO050

Calculo Il para Economia.
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d. Disefar un analisis de instruccion como propuesta para la implementacion del ABP en la
ensefianza del tema funciones de varias variables en el curso MAT050 Calculo Il para

Economia.
1.2. Antecedentes

A continuacién, se ofrecen algunas evidencias que reflejan el estado de la tematica en
estudio en el momento de la investigacion. Para lo cual, tomando en consideracion el
planteamiento del problema previo, se exponen trabajos realizados alrededor del mundo que

aportan informacion referente al anélisis planteado.

Es necesario sefialar que no se reportaron investigaciones similares al presente estudio a
nivel universitario en el area de las matematicas. Esto de acuerdo con los resultados de busquedas
en bibliotecas fisicas y digitales de las universidades estatales del pais, es decir, Universidad de
Costa Rica (UCR), UNA, Instituto Tecnolégico de Costa Rica (ITCR), Universidad Estatal a
Distancia (UNED) y Universidad Técnica Nacional (UTN); asi como en bases de datos (Dialnet,
ERIC, JSTOR, SciELO, Scopus y Springer). De modo que se divide esta seccidn en los apartados:
ensefianza de las matematicas en la formacion de economistas, ensefianza y aprendizaje del célculo

multivariable, y el ABP en la ensefianza de las matemaéticas.

En particular, con relacion al primer y segundo apartado no fue posible hallar
investigaciones desarrolladas a nivel nacional en las mismas fuentes mencionadas en el parrafo
anterior. Sin embargo, respecto al tercero si se encontraron estudios sobre la implementacion del

ABP en el pais, pero en disciplinas diferentes al campo de intereés.

Se recalca la existencia de trabajos acerca de la utilizacién del aprendizaje basado en
problemas para la ensefianza de las matematicas, estrategia que, si bien posee semejanzas con el
ABP, también difiere en algunos aspectos relevantes de la propuesta. Razon por la cual estas

publicaciones no fueron tomadas en consideracion.
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1.2.1. Ensefanza de las matematicas en la formacion de economistas

En este apartado se describen diferentes trabajos de investigacion realizados con relacion
a la ensefianza de las matemaéticas en la formacion de economistas. Estos estudios fueron
desarrollados a nivel universitario en cursos de calculo pertenecientes a diversas mallas

curriculares de carreras de Economia.

En primer lugar, en 1995, 2000, 2005 y 2010 se aplicaron entrevistas a estudiantes de
Economia en los Estados Unidos (EUA), con el fin de determinar codmo se ensefiaba y evaluaba en
los cursos pertenecientes a diferentes mallas curriculares de la carrera de Economia. A partir de la
informacidn, Watts y Schaur (2010) realizaron una comparacion de los datos obtenidos en el 2010
con afios anteriores, lo que les permitid identificar patrones y cambios en la ensefianza en dichas

asignaturas.

Los autores encontraron que en todos los periodos mas de la mitad del tiempo de los cursos
fue destinado a clases magistrales. No obstante, pudieron notar que, aunque fuese relativamente
poco su uso, el profesorado comenzo a implementar métodos mas constructivistas en las clases,
tales como la discusion docente - estudiante acerca de los contenidos en estudio y el trabajo
cooperativo entre el estudiantado.

También lograron determinar que las investigaciones sobre los contenidos en estudio, por
parte del estudiantado, empezaron a utilizarse en una pequefia porcion de los cursos introductorios.
Sin embargo, los juegos, las simulaciones y los experimentos se emplearon a modo de estrategia
metodoldgica en reducidas ocasiones, pese al incremento de su popularidad en la época.

Asimismo, se reportd que la mayoria de las personas encuestadas en los cuatro periodos no
consideraron importante el aprendizaje del célculo en el pregrado de la carrera de Economia.
Sefialandose la existencia de un ligero cambio de esta percepcion en la Gltima aplicacion de la
encuesta, dado a la necesidad de esta rama de las matematicas para determinados cursos, por

ejemplo, aquellos relacionados a la estadistica y la econometria.

Desde otra perspectiva, en el 2010, Goodman presentd una investigacion en relacion con

el uso del aprendizaje basado en problemas en la integracion de conocimientos matematicos y
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contenidos propios del area de economia. Su proposito era proporcionar nuevas herramientas para
la ensefianza de las matematicas a economistas en formacion, mediante la utilizacion de esta

estrategia metodologica.

En este sentido, la autora realizd una amplia revision bibliogréafica, de la cual logré obtener
una importante cantidad de informacion sobre metodologias de instruccion constructivistas que
pueden emplearse en cursos de matematicas de la carrera de Economia. De la misma forma,
consiguid identificar multiples modelos matematicos ya disefiados para la ensefianza en esta

disciplina.

En otras palabras, en su trabajo reunio una amplia bibliografia referente a caracteristicas
del aprendizaje basado en problemas y actividades que pueden implementarse si se desea hacer
uso de esta estrategia metodoldgica. La autora presentd los resultados en conjunto con dos
gjercicios a modo de ejemplo; el primero acerca del impacto de los impuestos a consumidores y
productores, y el segundo con respecto a la manera en que una empresa determina la cantidad de
mano de obra por contratar. Estas tareas fueron formuladas con la finalidad de desarrollar

habilidades alusivas al calculo multivariable.

Por otro lado, desde un punto de vista epistemoldgico, histérico y educacional, Collignon
(2015) realiz6 un estudio sobre la aplicacion del calculo en economia. Esto con el propdsito de
cambiar la idea de que el entendimiento de la matematica debe separarse de contextos, es decir,
pretendia mostrar la importancia de la contextualizacion de los conocimientos matematicos para
mejorar tanto su comprension como la de saberes pertenecientes a otras disciplinas. En particular,
en el area de economia, en donde la implementacion de la modelizacidon matematica permite

entender con mayor claridad la teoria.

De este modo, con base en la investigacion realizada, el autor logra concluir que, dado a la
significante relevancia del estudio del calculo para entender la economia, en las asignaturas de
matematicas se debe apuntar al uso de actividades que permitan mostrar esta importante
caracteristica a la poblacion. Por lo tanto, sugiere la implementacion de estrategias metodoldgicas

de ensefianza constructivistas en los cursos de calculo para la formacién de economistas. Las
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cuales permitan al estudiantado construir el conocimiento a partir de problemas enmarcados en un

contexto real.

En resumen, los trabajos expuestos en este apartado permitieron apreciar que, en los
altimos afios, la implementacion de metodologias constructivistas en la ensefianza de las
matematicas a estudiantes de economia ha ganado relevancia alrededor del mundo. Esto debido a
las importantes contribuciones que realizan para mostrar a la poblacion la aplicabilidad de los
conocimientos en estudio, tanto en la vida cotidiana como en otras disciplinas. Asimismo, los
estudios sefialaron el reciente aumento en la cantidad de personas que consideran fundamental el
calculo en la formacion de economistas. En otras palabras, la informacion obtenida respaldo la

propuesta establecida en la presente investigacion.
1.2.2. Ensefianzay aprendizaje del calculo multivariable

En este apartado se describen diferentes trabajos de investigacion realizados en relacion
con la ensefianza y el aprendizaje del calculo multivariable a nivel universitario. Los estudios
consideran concepciones del estudiantado sobre la tematica, limitantes en la resolucion de

problemas y caracteristicas de su instruccion.

Kashefi et al. (2012) estudiaron el rendimiento de 62 estudiantes de ingenieria de la
institucién Islamic Azad University Kermanshah con el fin de conocer el impacto de la modalidad
presencial mixta en el aprendizaje del calculo multivariable. La poblacion que particip6 de la
investigacion se inscribi6 voluntariamente en un curso sobre la temética impartido por una de las
personas autoras; el cual tuvo una duracion de 14 semanas e implicaba 2 horas de asistencia a

clases presenciales y 1 hora de participacion en actividades virtuales semanalmente.

La informacidn se recolecto de las asignaciones realizadas en la asignatura y de entrevistas
semiestructuradas en donde parte del estudiantado explico el razonamiento detras de las soluciones
propuestas. Los datos registrados evidenciaron la presencia de obstaculos en el aprendizaje del
calculo multivariable relacionados a los conocimientos previos, el entendimiento de los conceptos
y la habilidad de comunicarse a través de lenguaje matematico. Asimismo, estos demostraron que

la implementacion de la modalidad presencial mixta es beneficiosa, puesto que proporciona a las
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personas las herramientas tecnoldgicas necesarias para lograr superar las limitantes que se

mencionaron.

Harel (2013), en un intento por investigar acerca de la necesidad intelectual y apoyar la
idea de que la resolucion de problemas justifica el estudio de la matemaética, realizd un
acercamiento al andlisis de dificultades en el aprendizaje del calculo multivariable. Para ello, llevo
a cabo un analisis documental y organizo sus hallazgos en apartados destinados a indicar las
premisas en las cuales reside el término necesidad intelectual, establecer una definicion concreta,
explicar las categorias y los roles de las necesidades intelectuales en el curriculo de matematicay,

finalmente, caracterizar estas Gltimas.

En los resultados, se centr6 la atencion a obstaculos relacionados con la ensefianza de
funciones de dos variables. Este explicd que en la instruccion del célculo en varias variables se
ignora la importancia de la aproximacion lineal para la derivacion y la demostracion de su
aplicabilidad en tareas cotidianas. Asimismo, destacO el entendimiento inadecuado de los
conceptos y la construccion de representaciones mentales errdneas. El autor conjeturd sobre
posibles consecuencias a causa de las problematicas mencionadas y sugirié despertar en las y los
estudiantes la necesidad intelectual con el uso de contextos reales.

De acuerdo con los datos obtenidos de 20 entrevistas realizadas a estudiantes matriculados
en un curso de célculo multivariable en EUA, Dorko y Weber (2014) lograron determinar las
formas en que el estudiantado generaliza los conocimientos aprendidos sobre el calculo de una
variable al calculo de varias variables. Esto mediante un estudio de caso de los conceptos de

dominio y rango.

Del estudio se lograron encontrar tres perspectivas diferentes a través de las cuales se
entienden los conceptos, asi como evidencia de que la poblacion generaliza los conocimientos a
partir del establecimiento de relaciones entre situaciones y objetos. Esto permitio concluir que el
profesorado deberia utilizar saberes previos relacionados con el calculo de una variable para

mejorar la comprension de nuevos conceptos pertenecientes al calculo multivariable.

Sheikh (2015) desarrollé un experimento con el proposito de identificar la incidencia de la

visualizacion en la conceptualizacion y la resolucion de problemas en el estudio del calculo en
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varias variables. Para lo cual este analizo el desempefio de dos grupos inscritos en un curso de
analisis multivariado, el primero conformado por 24 estudiantes y el segundo por 26 estudiantes.
El autor se aseguré de que con ambas agrupaciones se utilizaran las mismas notas de clase,
explicaciones y tareas, con la Gnica excepcion de que a la primera se le asignaron seis actividades
adicionales que pretendian el desarrollo de la visualizacion con ayuda de herramientas

tecnoldgicas.

La informacidn se obtuvo de evaluaciones aplicadas tanto al inicio como al final del curso.
Los resultados arrojados por las primeras pruebas confirmaron que no existian diferencias
significativas en el conocimiento de las personas, no obstante, las Ultimas valoraciones
demostraron una ventaja significativa por parte del primer grupo. Esto se consideré como resultado
de las habilidades de visualizacion que logré alcanzar la agrupacion que realizé los trabajos
adicionales. Ademas, el autor destacd el gran obstaculo que supone para el estudiantado una
visualizacién erronea en el estudio del calculo multivariable y las posibles consecuencias de un

predominante uso de las representaciones algebraicas.

Untarti y Badu (2019) desarrollaron una investigacion mixta (cualitativa y cuantitativa) con
la finalidad de identificar errores cometidos frecuentemente por estudiantes de un curso de analisis
en varias variables durante la resolucion de problemas. Para ello decidieron aplicar una prueba
sobre el tema funciones de varias variables a 41 estudiantes de esta asignatura en los afios 2017 y

2018, y entrevistaron a 3 personas de la poblacién considerada.

En el anélisis de los resultados de su trabajo reportaron que los errores cometidos con
mayor frecuencia se relacionan con el entendimiento de los conceptos matematicos evaluados; por
ejemplo, la integral y la derivada parcial de una funcion de varias variables. Lo que sefialan en su
estudio es una importante dificultad por considerar si se desea utilizar la resolucion de problemas,
ya que podria obstaculizar el desarrollo de las actividades. Ademas, mencionaron que en la

evaluacion se cometieron errores de hecho y de procedimiento.

Por altimo, Martinez-Planell y Trigueros (2021) llevaron a cabo una rigurosa revision de
material bibliografico sobre la ensefianza y el aprendizaje del calculo multivariable;
especificamente, de 51 trabajos de investigacion publicados entre los afios 1980 y 2020. Esto con
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el objetivo de describir los resultados de varias investigaciones realizadas alrededor del mundo
acerca del aprendizaje del concepto de funciones de dos variables, asi como de las estrategias

metodoldgicas relacionadas con la ensefianza de la tematica.

Los hallazgos del trabajo sugieren que el entendimiento de las funciones de una variable
incide, directamente, en lo que la poblacion concibe sobre las funciones de dos variables. Razdn
por lo cual, se recomendd tomar este resultado en consideracion al introducir el tema funciones de
varias variables, sefialandose claramente las diferencias entre los tipos de funciones durante su
ensefianza. De la misma manera, se propuso la implementacion de gréaficas y apoyos visuales para

mejorar la comprension del estudiantado.

En conclusidn, los trabajos establecen que las personas tienden a generalizar los conceptos
del calculo en una variable al calculo en varias variables. De modo que es posible tomar ventaja
de dicha caracteristica a fin de favorecer la comprensién del Gltimo mencionado. Por consiguiente,
la informacidn arrojada por los estudios apoyd el uso de estrategias metodoldgicas que permiten
desintegrar conocimientos previos con el objetivo de construir nuevos saberes, tal como lo hace el
ABP. Asimismo, las investigaciones brindaron elementos necesarios para la elaboracion de la
propuesta didactica que desarrolld; tales como, dificultades comunes en el aprendizaje del célculo

multivariable y tipos de representaciones que se necesitan usar en la ensefianza de esta tematica.
1.2.3. El aprendizaje basado en proyectos en la ensefianza de las matematicas

En este apartado se describen algunos estudios realizados con respecto a la implementacion
del ABP en la ensefianza de las matematicas. Es necesario sefialar que los primeros dos trabajos
corresponden a propuestas de aplicacion de la metodologia en secundaria, de las cuales solo la
primera fue llevada a cabo para su validacion. Mientras que la tercera investigacion es un analisis

de la utilizacion del ABP a nivel universitario.

En primer lugar, Flores y Juarez (2017) realizaron una investigacion, bajo la metodologia
estudio de caso, sobre el desarrollo de competencias matematicas de geometria y trigonometria
mediante un proyecto enmarcado en un contexto real. Especificamente, competencias relacionadas

con la formulacion y resolucion de problemas, y la argumentacion de las soluciones planteadas
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haciendo uso de multiples representaciones. Lo anterior en una institucion de educacion secundaria

en México, con una poblacién de 32 estudiantes de primer nivel de secundaria.

El problema planteado hizo referencia a la situacion problemética de un puente en la
comunidad en que se localizaba el colegio, el cual, dado a diversas razones, se habia convertido
en un peligro para las personas. La actividad implico que, a partir de maltiples observaciones de
la estructura y los conocimientos adquiridos en clase, el estudiantado debia establecer una posible

solucién y elaborar una maqueta que permitiera al resto de la clase comprender su propuesta.

Esto permitid a la poblacion vincularse con su entorno a traves del anlisis de la realidad
por medio de aplicaciones matematicas. Segin mencionan las autoras, se identificaron saberes de
esta ciencia en el contexto dado. Asimismao, se concluy6 que gracias a la implementacion del ABP
se alcanz6 un aprendizaje significativo e, inclusive, se desarrollaron habilidades genéricas, lo que
estimuld el trabajo colaborativo y modificd, en gran medida, actitudes negativas al inicio de la

actividad.

Desde otra perspectiva, en el afio 2020, Reyes presentd una unidad didactica a modo de
propuesta para la ensefianza del tema expresiones algebraicas a estudiantes de secundaria,
basandose en el uso de la estrategia metodoldgica ABP. Esta se disefié a partir de la revision de
material bibliografico y fue validada por medio de una matriz de Fortalezas, Oportunidades,
Debilidades y Amenazas (FODA). La propuesta tuvo la limitante de que no fue puesta en préactica

dentro de un saldn de clases real.

El trabajo consistié en una unidad didéctica titulada “Expresiones algebraicas, un lenguaje
para la vida” fundamentada en el uso de la metodologia de ensefianza ABP. Se planted un proyecto
que constd de tres fases organizadas en 12 sesiones de 60 minutos cada una. En la primera se
solicita a la poblacion realizar una indagacion en linea sobre las aplicaciones de la tematica en
contextos de la vida real; en la segunda se le pide elaborar un poster con la informacion encontrada

haciendo uso de herramientas tecnolégicas, para, finalmente, presentar los datos al resto de la clase.

A partir de la investigacion bibliografica realizada, el autor logré determinar que el ABP
permite motivar al estudiantado, crear salones de clase con alto desempefio académico y favorece

un aprendizaje significativo. Ademas, rescato que gracias a la implementacion de esta estrategia
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metodoldgica es posible crear una conexion entre la persona estudiante y el mundo real. Sin
embargo, también encontro algunas limitantes de su uso, como lo son la cantidad de tiempo que

conlleva el desarrollo de un proyecto y la complejidad de su evaluacion por parte del profesorado.

Aunado a lo anterior, Rozhkova et al. (2021) llevaron a cabo un estudio acerca de la
utilizacion del ABP en un curso introductorio de matematicas a nivel universitario en EUA. Esto
con base en observaciones de cuatro grupos de estudiantes de primer afio, los cuales formaron

parte de maltiples sesiones en que el profesorado implementd esta estrategia de instruccion.

Los resultados obtenidos permitieron demostrar que esta metodologia evita la monotonia
y el aburrimiento en las aulas, lo cual posibilita al estudiantado desarrollar autoconciencia de su
aprendizaje. Asimismo, evidenciaron que el ABP es una oportunidad real para que la poblacion
estudiantil utilice los conocimientos previamente adquiridos en otras asignaturas, con la finalidad

de lograr una mejor comprension de los nuevos.

En concreto, de acuerdo con lo expuesto por las investigaciones en este apartado con
relacion a la implementacion del ABP en la ensefianza de las matematicas, fue posible identificar
algunas pautas bésicas para su utilizacion. Esto permitid establecer un plan de trabajo claro en la
elaboracion de la propuesta del presente trabajo de investigacion. De igual forma, los resultados
arrojados por los estudios respaldaron positivamente la seleccion de esta metodologia de
ensefianza, sefialando que, en caso de utilizarla, podria ayudar a mejorar el rendimiento académico

y la motivacion del estudiantado.

Capitulo I1: Marco teorico

En este capitulo se exponen los fundamentos tedricos que sostienen la investigacion
desarrollada. Es decir, con respecto al ABP se realiza una aproximacion historica de la utilizacion
de proyectos como estrategia metodoldgica y del termino ABP, se sefiala los principios para su
implementacion, los tipos de proyecto segun la participacion del estudiantado en la planificacion
de la asignacion y los pasos base a seguir en el planeamiento de un proyecto. En relacion con el
analisis didactico, se definen conceptos fundamentales dentro de la propuesta, en especial aquellos

concernientes a las fases que se planean llevar a cabo en el presente trabajo. Por ultimo, en cuanto
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al tema de funciones de varias variables, se puntualizan los contenidos matematicos vinculados en

el instrumento que se pretende elaborar.
2.1. Aprendizaje basado en proyectos

En esta seccion se realiza una aproximacion historica de la utilizacion de proyectos como
estrategia metodologica en los procesos de ensefianza — aprendizaje, al igual que de la concepcion
del término ABP. Del mismo modo, se establece, en relacion con el método de proyectos, los
principios por considerar en el disefio de estos, las diferentes modalidades de trabajo y los pasos a

seguir durante su planificacion.
2.1.1. Aproximacion histérica

En primer lugar, los proyectos se comenzaron a utilizar como estrategia metodologica a
finales del siglo XV1. De acuerdo con Burlbaw et al. (2013) aproximadamente en el periodo 1590
— 1765 estos eran empleados por escuelas de Arquitectura en Europa. Especificamente, se le
asignaba al estudiantado avanzado un problema de disefio sobre una construccion, como el de una
catedral o plaza (Mosquera, 2010). En donde, se entiende como problema el planteamiento de una
situacion desconocida a la persona para la que se requiere encontrar una solucion, la cual se espera

obtenga a través de conocimientos adquiridos con anterioridad.

Por otra parte, en los afios comprendidos entre 1765 y 1880, la implementacién de esta
estrategia metodoldgica se popularizé en Europa (Burlbaw et al., 2013). Ya que, como lo menciona
Mosquera (2010), los proyectos se convirtieron en métodos de instruccion regulares para
estudiantes de ingenieria en Francia, Alemania y Suiza. Lo cual permitié que, durante la misma
época, el uso de proyectos en los procesos de ensefianza — aprendizaje se extendiera hasta llegar a

América.

En 1880 — 1918 los proyectos se utilizaron tanto en la formacion manual como en escuelas
publicas de EUA (Burlbaw et al., 2013). De hecho, segun menciona Mosquera (2010), la estrategia
metodologica “pasod de ser un método regular de ensefianza en el entrenamiento manual a la
educacion técnica y luego a la ensefanza de las ciencias en general” (p. 5). Se debe entender en

este contexto formacion manual como el desarrollo de habilidades para el trabajo con las manos
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en madera y metal, y educacion técnica como la preparacion académica de personas en labores de
ciencias aplicadas y tecnologia moderna, que van mas alla de oficios calificados, pero estan por

debajo de los grados universitarios.

Luego, en el periodo de 1918 — 1965, la propuesta de proyectos como estrategia
metodoldgica se volvio a definir de acuerdo con nuevos criterios (Mosquera, 2010). Se extendid
hasta llegar a paises de América Latina y, nuevamente, Europa, mientras perdia popularidad en

EUA dado a una serie de criticas que recibid el método por docentes progresistas.

Adicionalmente, es importante indicar que en esta época se establecié por primera vez el
concepto de ABP, con base en trabajos realizados por William H. Kilpatrick en 1918, quien es
considerado el padre del método de proyectos. EI ABP se presenté como una metodologia de
ensefianza cuyo fin era el alcance del aprendizaje por medio de la planeacién, implementacion y

evaluacion de proyectos situados en contextos reales (Ciro, 2012).

A proposito, en 1921, Kilpatrick define proyecto como una actividad determinada con una
finalidad dominante, que fija los objetivos de accidn, orienta el procedimiento de trabajo y fomenta
su realizacion a través de impulsos. Es decir, es una tarea disefiada de forma tal que motive al
estudiantado a efectuarla, bajo el supuesto de mejorar una realidad establecida. Por esta razon,
teniendo en cuenta lo sefialado por el autor, se considera que la motivacién es una herramienta

fundamental en el ABP.

Asimismo, es necesario destacar que durante esta época la utilizacion de proyectos como
estrategia metodoldgica se dotd de fundamentacion teérica (Mosquera, 2010). Aproximadamente
en el mismo periodo se establecieron los principios tedricos del aprendizaje basado en problemas,
los cuales coinciden con los del ABP. No obstante, ambos enfoques se distinguen pues difieren

tanto en su alcance como en el desarrollo del trabajo.

El aprendizaje basado en problemas se limita a la propuesta de una tarea que debe
analizarse con el fin de sefialar las herramientas necesarias para realizarla (Capraro y Slough,
2013). En otras palabras, no requiere que se lleve a cabo la asignacion, solamente que se identifique

el procedimiento ideal para abordarla. Mientras que un proyecto se establece en relacion con uno
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0 varios problemas por resolver; implica la basqueda de su respuesta a través de la organizacion e

investigacion, en vez de Unicamente estimular el pensamiento (Burlbaw et al., 2013).

Por Gltimo, de 1965 en adelante el planteamiento de los proyectos como estrategia
metodoldgica sufridé modificaciones. Particularmente, en la década de los 70, el método se
redefinié segun nuevos criterios, esta vez en relacion con la idea de curriculo abierto y educacion
comunitaria (Ciro, 2012). Para lo cual, se entiende curriculo abierto como un plan de estudios que
se ajusta a la poblacion y el contexto en que se desarrolla, y educacion comunitaria como un

enfoque de ensefianza dirigido a las personas dentro de su comunidad.

De la misma manera, en este periodo se ha desarrollado una variedad de estudios sobre la
propuesta, en los que es posible identificar importantes conceptualizaciones del término ABP.
Enfoque al cual se le establecio, en pocas palabras, como la asignacion de uno o mas problemas
reales que el estudiantado puede resolver a través de métodos derivados de la investigacion, o

inclusive conocimientos previos que este haya adquirido.

Segun Capraro y Slough (2013) esta perspectiva utiliza proyectos ricos en contexto e
informacion adicional (gréficos, imagenes, especificaciones, generalizaciones, etc.), lo que mejora
la calidad del aprendizaje y aumenta la participacion de la poblacion en la construccion de su
aprendizaje. Es una alternativa formativa que da la posibilidad a la persona de comprender el
contexto laboral en que desea desenvolverse, partiendo de los conocimientos propios de una

disciplina para lograr una formacion integral (Ciro, 2012).

Ademas, el ABP es una metodologia que luego de la redefinicion del método de proyectos
en los afios 1970, se difundié alrededor del mundo. En consecuencia, su implementacion en
América Latina en los ultimos afios ha incrementado, considerablemente, en corrientes de
educacion basadas en experiencias practicas del estudiantado para la generacion del conocimiento
(Ciro, 2012). Lo anterior puesto que, tal como se menciond, la finalidad de este enfoque es la

consecucién de una meta por medio de la investigacion.
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2.1.2. Principios de disefio

A continuacidn, se describen los principios que se deben considerar para la implementacion
de proyectos como estrategia metodoldgica. En donde es necesario sefialar que estos han sufrido
diferentes transformaciones a lo largo de la historia, en funcion del curriculo y las teorias de
educacion vigentes. Razon por la cual los siguientes postulados responden a lo establecido por el

enfoque constructivista.
Hacer los conocimientos visibles.

En primer lugar, es necesario sefialar que el ABP es una metodologia constructivista, esto
es, supone que los procesos de ensefianza-aprendizaje giran en torno a la persona estudiante. En
tal sentido, visibilizar los conocimientos se refiere a que la organizacién de los proyectos permita
que el aprendizaje sea constructivista, y los factores académicos, sociales y contextuales influyan
en su adquisicion (Ciro, 2012). Es decir, el disefio de la asignaciéon debe dar la posibilidad al

estudiantado de construir su propio aprendizaje utilizando informacion del medio que lo rodea.

Por otro lado, la visualizacion de los conocimientos también se relaciona con el uso de
contenidos significativos para la poblacion y la seleccién de problemas situados en un contexto
real. En otras palabras, corresponde a la utilizacién de problemas reales personalmente relevantes
para el estudiantado, con el fin de movilizar y conectar los nuevos contenidos con otros
previamente estudiados (Slough y Milam, 2013). En este contexto, la motivacion es una
herramienta fundamental en el ABP, la cual despierta el interés de realizar la investigacion para
encontrar posibles soluciones (Ciro, 2012).

Visibilizar el pensamiento del estudiantado.

El principio de visibilizar el pensamiento del estudiantado hace referencia a la
consideracion de mecanismos, en el disefio del proyecto, que permitan entender el razonamiento
detras de la solucion que se establezca. Es decir, busca comprender el andlisis realizado por la
persona al utilizar sus conocimientos en la resolucion del problema (Slough y Milam, 2013). Esto
porque es necesario que de la asignacién se obtenga un producto posible de evaluar. Dado que,

como lo menciona Ciro (2012), debe surgir un trabajo que explique los resultados, lo aprendido,
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la manera que se abordaron las dificultades y las fortalezas y debilidades de la propuesta

establecida.
Promover el aprendizaje cooperativo.

En el disefio de un proyecto, es fundamental tomar en consideracion aquellos objetivos
pedagdgicos transversales que este tipo de asignacion plantea alcanzar desde sus inicios (Ciro,
2012). Comunmente, estos corresponden a finalidades intrinsecas de la educacién, que usualmente
se mencionan en los programas de estudio, y hacen alusion al desarrollo personal, intelectual,
moral y social del estudiantado. Asi, la implementacién del ABP supone que las y los estudiantes
interactlen entre si para la construccion del conocimiento. Es decir, el disefio de espacios de
trabajo adecuados que permitan a la poblacion realizar la actividad en conjunto, y a su vez aprender

normas basicas de la convivencia en sociedad (Slough y Milam, 2013).
Fomentar la autonomia y el aprendizaje para la vida.

Primeramente, fomentar la autonomia alude al desarrollo de habilidades en el estudiantado
que permitan la resolucién de tareas, sin la necesidad de una continua intervencién docente. Es
decir, los proyectos deben estimular la capacidad de resolver dificultades de forma independiente
e identificar errores durante el proceso de solucion, con el fin de solventarlos y lograr que la

persona tome decisiones correctas por su propia cuenta (Ciro, 2012).

Por otra parte, fomentar el aprendizaje para la vida se refiere a la seleccion de contenidos
con una aplicacion significativa en la vida del estudiantado. De modo que los proyectos deben dar
la posibilidad a la persona de reconocer las relaciones entre los temas en estudio y la cotidianidad
(Ciro, 2012). Esto es, propiciar que la poblacion visualice la necesidad de los contenidos en el

desarrollo de determinadas tareas.

En consecuencia, en la implementacion del ABP es preciso disefiar investigaciones que
permitan al estudiantado encontrar la informacion adecuada para dar solucion al problema, proceso
que debe acompafarse de una supervision docente constante con intervencién minima (Ciro,

2012). Esto contribuye a que la poblacion adquiera las habilidades necesarias para aduefarse de
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su propio proceso de aprendizaje, y sea entonces capaz de abordar una variedad de problematicas

amplia e independientemente.
2.1.3. Tipos de proyectos

En la actualidad, es posible identificar alrededor del mundo diferentes categorias de
proyectos. Por lo cual, es necesario sefialar que, para seleccionar un tipo, se debe considerar el
nivel de control en la asignacion que se le dara al estudiantado. Por tanto, de acuerdo con lo antes

mencionado, se describiran cinco modalidades de proyectos que pueden considerarse.
Laboratorio tradicional.

El laboratorio tradicional pretende la verificacion de hechos a partir de conocimientos
factuales que han sido introducidos a la poblacién con anterioridad (Slough y Milam, 2013). En
donde se entiende conocimiento factual como aquella informacién proporcionada al estudiantado
con el fin de que se aprenda en forma literal; por ejemplo, el vocabulario y las formulas. Para lo
cual, en este caso, se supone que el profesorado controla en la planificacion del proyecto el tema,
los problemas, los recursos y materiales por utilizar, los procedimientos a seguir, la manera de

analizar los datos y los resultados que se obtendran.
Principiante.

Al igual que en el caso anterior, este tipo de proyecto pretende la verificacion de hechos a
partir de conocimientos factuales, sin embargo, supone que la poblacion obtenga la informacion
por medio de investigaciones (Slough y Milam, 2013). Es decir, los contenidos se introducen
durante el desarrollo de la asignacion y no con anterioridad. Asi, en el proyecto principiante, el
profesorado controla en la planificaciéon el tema, los problemas, los recursos y materiales por
utilizar y los procedimientos a seguir; mientras el estudiantado se encarga de la manera de analizar

los datos y los resultados que se obtendran.
Principiante informado.

Este tipo de proyecto pretende la construccion de conocimientos conceptuales a partir de

conocimientos factuales que la persona posee (Slough y Milam, 2013). Entendiéndose

27



conocimiento conceptual como aquella informacidn proporcionada a la poblacion con el fin de que
se extraigan las ideas principales y reconozcan las propiedades esenciales de un contenido. En
otras palabras, no debe ser aprendida en forma literal y se espera un aprendizaje mas complejo que
el de los casos anteriores. Asi, en el proyecto principiante informado, el profesorado controla en
la planificacion el tema, los problemas y los recursos y materiales por utilizar; mientras el
estudiantado se encarga de los procedimientos a seguir, la manera de analizar los datos y los

resultados que se obtendran.
EXxperto.

Este tipo de proyecto pretende la resolucion de problemas a partir de conocimientos
factuales y conceptuales que la persona posee (Slough y Milam, 2013). En donde el profesorado
posee unicamente el control del tema en la planificacion; mientras que el estudiantado se encarga
de los problemas, los recursos y materiales por utilizar, los procedimientos a seguir, la manera de
analizar los datos y los resultados que se obtendran. Es decir, la poblacién posee un alto grado de
independencia en la organizacion del trabajo. Razon por la cual es importante destacar que se
necesita amplia experiencia en el desarrollo de las otras modalidades para poder alcanzar este

nivel.
Investigador.

Al igual que en el caso anterior, este tipo de proyecto pretende la resolucion de problemas
a partir de conocimiento factuales y conceptuales que la persona posee (Slough y Milam, 2013).
Sin embargo, la modalidad investigador da al estudiantado total control de la planificacion del
trabajo. Es decir, selecciona el tema, los problemas, los recursos y materiales por utilizar, los
procedimientos a seguir, la manera de analizar los datos y los resultados que se obtendran; mientras
el profesorado supervisa constantemente su planteamiento y asume un rol de guia. Por tanto, una
vez mas, es importante sefialar que para alcanzar este nivel la poblacion necesita amplia

experiencia en el desarrollo de las otras modalidades.
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2.1.4. Planificacion de un proyecto

La planificacion de un proyecto puede variar segun el campo en que se lleve a cabo. No
obstante, en la mayoria de las ocasiones se suelen seguir los pasos que se describen a continuacion.
Estos se desarrollan de manera lineal, aunque se pueden repetir en ciclo hasta alcanzar los

resultados deseados.
Primer paso — Identificar la problematica, las limitacionesy las caracteristicas deseadas.

El primer paso corresponde a la definicion de la problemaética, las posibles limitaciones y
las caracteristicas deseadas en el producto final del proyecto, con el propdésito de establecer clara
y concisamente los objetivos del trabajo (Morgan y Slough, 2013). Se sefiala que los problemas
describen la problematica del trabajo (Ciro, 2012); la cual, como se mencion0 antes, debe ser real

y de interés personal para el estudiantado.

Ademas, se entiende por limitaciones aquellas circunstancias que puedan dificultar el
desarrollo de la asignacion, y por caracteristicas deseadas las cualidades que se espera distingan
los resultados de la tarea. Estas ultimas indican los criterios de calidad que los resultados deben

cumplir y, por ende, las directrices basicas a seguir en la realizacion del proyecto (Ciro, 2012).
Segundo paso — Describir el proyecto y los objetivos.

El segundo paso corresponde a la formulacion de los objetivos del proyecto, ya que estos
permiten describir detalladamente en qué consiste la asignacion y cual es su finalidad (Ciro, 2012).
Para esto se toman en cuenta las herramientas necesarias para satisfacer las posibles limitantes
durante su ejecucion y las caracteristicas deseadas en el producto final. Ademas, se establece una

guia para el estudiantado en el desarrollo de la propuesta.
Tercer paso — Crear un cronograma de trabajo.

El tercer paso corresponde a la creacion de un cronograma de trabajo que permita organizar
las actividades que se pretenden llevar a cabo. Este debe incluir las instrucciones para la ejecucion
del proyecto, considerando el orden de las tareas y el tiempo que se requiere para su ejecucion, asi

como metas a corto y largo plazo (Ciro, 2012). Por lo tanto, es necesario tomar en cuenta los pasos
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que el estudiantado suele seguir en el desarrollo de actividades. Al respecto, Morgan y Slough
(2013) proponen los siguientes: identificacion del problema, elaboracion de investigaciones,
creacion de una lista de ideas, evaluaciéon de los razonamientos planteados, construccion del

modelo, evaluacion del prototipo y la comunicacion y reflexion de los resultados obtenidos.
Cuarto paso — Descripcion de la evaluacion.

El cuarto paso corresponde a la formulacion de los criterios de evaluacion del proyecto; los
cuales hacen referencia a indicadores que el profesorado considerara con el fin de determinar el
logro de los objetivos planteados. Es decir, se debe especificar la forma en que se valorara el
desempefio de la poblacion, tomando en cuenta el aprendizaje alcanzado y el producto final
obtenido. Por ende, resulta esencial sefialar que esta propuesta de trabajo no prepara al estudiantado
para la realizacién de una prueba escrita tradicional (Capraro y Slough, 2013). Asi, en busca de
una valoracion adecuada de la asignacion, se recomienda la utilizacion de multiples técnicas de

evaluacion alternativas y de indole cualitativa (Slough y Milam, 2013).

Con base en la informacion expuesta en esta seccion, se identifican las directrices que guian
la utilizacion del ABP en la propuesta didactica elaborada en el presente trabajo. Para empezar, el
andlisis de la evolucion del método de proyectos permitié establecer una nocion clara de la
definicion del término ABP, y de los elementos que constituyen dicha metodologia de ensefianza.
Ademas, los principios que fundamentan el disefio de proyectos precisaron las pautas generales

seguidas para el uso de estos como estrategia metodoldgica.

Las modalidades descritas en el apartado hicieron posible la seleccion de la categoria
aplicable a la poblacién y el contexto dado; al igual que el reconocimiento de los objetivos por
alcanzar en cuanto a la dificultad de la asignacion y el nivel de independencia del estudiantado en
su puesta en practica, esto con el fin de asegurar su progreso a traves de los diferentes niveles. Por
ualtimo, se tomaron en consideracion los pasos indicados para la elaboracion del proyecto que

forma parte de los resultados en esta investigacion.
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2.2. Analisis didactico

En esta seccidn se establece la concepcion del término analisis didactico adoptada por
diferentes investigaciones desde 1997; ademas, se definiran aquellos elementos clave de sus
propuestas. Posteriormente, se identifican los componentes de un andlisis didactico, describiendo
en cada una de las subsecciones de este apartado las fases desarrolladas en el presente trabajo. Por
altimo, se determina la posicion asumida con respecto a los analisis realizados para la ensefianza

del tema funciones de varias variables a estudiantes de Economia.

Primeramente, en el estudio de la didactica de la matematica, Puig (1997) menciona que el
analisis didactico es “el analisis de los contenidos de las matematicas que se realiza al servicio de
la organizacion de su ensefianza en los sistemas educativos” (p. 63). Entendiéndose como

contenido aquellos temas que se desean estudiar en una asignatura determinada.

Por su parte, Rico (1997) considera que el analisis didactico corresponde a un método
mediante el cual se aborda la preparacion y programacién de unidades didacticas. En este sentido,
una unidad didactica se concibe como “una unidad de programacién y actuacion docente
constituida por un conjunto de actividades que se desarrollan en un tiempo determinado para la

consecucion de objetivos especificos” (Segovia y Rico, 2001, p. 87).

En investigaciones en el campo de la Educacién Matematica, Gomez (2002) menciona que
“el contenido matematico es el eje central del analisis didactico” (p. 262). En la misma area, este
autor establece, en el 2007, que el analisis didactico es una herramienta que permite explorar,
profundizar y trabajar los significados de los contenidos escolares; con el fin de disefiar, llevar a
la préactica y evaluar actividades de ensefianza-aprendizaje. En este contexto, se entiende como
contenido escolar a los conocimientos y las habilidades que se desea que el estudiantado adquiera
por medio de los procesos de ensefianza-aprendizaje. En consecuencia, los contenidos matematicos
escolares se refieren a los conocimientos y habilidades que se espera la poblacion alcance en la

asignatura de matematicas.

Segun Lupiafez y Rico (2008) el analisis didactico es un procedimiento en forma de ciclo
que se repite hasta lograr describir adecuadamente cémo el profesorado deberia disefiar, poner en
practica y evaluar actividades de ensefianza-aprendizaje. Rico y Fernandez-Cano (2013) lo
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complementan al mencionar que el analisis didactico se basa en la fundamentacion, direccion y
sistematizacion de la planificacion curricular para llevar a la practica los procesos de ensefianza y

evaluacion de los aprendizajes.

Para este trabajo, de acuerdo con lo sefialado en parrafos anteriores, se considera el analisis
didactico como un procedimiento ciclico mediante el cual cada docente deberia, idealmente,
analizar el tema funciones de varias variables; con el fin de disefiar, llevar a la practica y evaluar
actividades de ensefianza-aprendizaje. Este estd compuesto por cinco componentes: analisis
conceptual, andlisis de contenido, andlisis cognitivo, andlisis de instruccion y andlisis de

evaluacion (Rico y Fernandez-Cano, 2013).

A continuacidn, se describen las concepciones de andlisis conceptual, analisis de contenido,
analisis cognitivo y analisis de instruccion, las cuales corresponden a las fases desarrolladas en la

presente investigacion.
2.2.1. Analisis conceptual

Para empezar, es importante sefialar que Rico (1997) organiza el conocimiento matematico
en dos campos, el conceptual y el procedimental. Entendiéndose conocimiento mateméatico como
todo aquello que una persona sabe o percibe de un objeto matematico determinado. Este, desde un
punto de vista conceptual, puede ser ordenado en tres niveles: hechos, conceptos y estructuras

conceptuales.

Los hechos son las unidades mas bésicas de informacion que permiten registrar
acontecimientos (Rico, 1997). Estos se pueden dividir en cuatro tipos. Los términos corresponden
a hechos que registran la informacion a través de palabras; las notaciones, por medio de simbolos
0 signos; los convenios, son acuerdos para comunicar el conocimiento; y los resultados son
conexiones entre términos. Por otra parte, los conceptos se refieren a la unién y las relaciones entre
hechos, mientras las estructuras conceptuales se refieren a la conglomeracion y enlace de

conceptos (Rico, 1997).

El conocimiento matematico, desde la perspectiva procedimental, se refiere a

procedimientos empleados para dar solucién a una tarea. Este, de igual forma, puede ser
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organizado en tres niveles: destrezas, razonamientos y estrategias. Las destrezas manipulan y
transforman los hechos por medio de normas matematicas; los razonamientos representan los
vinculos entre conceptos para establecer conclusiones; y las estrategias procesan las uniones y
conexiones establecidas entre los conceptos de la estructura conceptual (Rico, 1997).

Aunado a lo anterior, en la practica es posible identificar tres tipos de razonamientos:
deductivo, inductivo y analogico. El primero hace referencia a hechos verdaderos asumidos por la
persona; el segundo, a conjeturas que establece sobre posibles resultados, y el tercero alude a
comparaciones entre objetos para establecer caracteristicas en comun (Rico, 1997).

Dicho esto, Rico y Fernandez-Cano (2013) conciben el analisis conceptual como un estudio
de los multiples significados de un contenido matematico escolar, las posibles relaciones entre
términos involucrados y los niveles subjetivos (creencias), intersubjetivos (concepciones) y
objetivos (conceptos) de cada campo conceptual. Es decir, los autores suponen esta fase como una
herramienta que posibilita la delimitacion de ideas y nociones de un objeto matematico, a través

de un analisis de su origen e historia.

Por otro lado, Valenzuela et al. (2018) establecen que a partir del analisis conceptual se
logra interpretar los procesos mentales y psicolégicos de elementos determinados, asi como
transformar los conceptos en piezas teoricas claras. Dicho de otro modo, las autoras consideran
esta fase como un instrumento metodoldgico que permite seleccionar una definicion adecuada del
contenido matematico, a través del estudio de los multiples significados existentes, que luego se
convierte en una base tedrica solida para el trabajo.

En consecuencia, en el presente trabajo de investigacion se entiende como anélisis
conceptual el estudio de las definiciones asignadas al tema de funciones de varias variables desde
diferentes perspectivas y niveles. Mediante el cual se delimité su definicion, a partir de
significados, explicaciones, ejemplos, e inclusive contraejemplos, atribuidos a este a lo largo de

su historia.
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2.2.2. Analisis de contenido

El andlisis de contenido es el reconocimiento y la descripcion ordenada de significados de
una estructura matematica desde la perspectiva de las matematicas escolares (Gomez, 2002). En
el desarrollo de esta fase, se toma en consideracion la informacién obtenida en el analisis
conceptual y se recopilan aquellas definiciones apropiadas para la instruccion matematica del

objeto seleccionado.

Segln Lupiafiez y Rico (2008) es un procedimiento mediante el cual se identifican,
organizan y seleccionan los significados de un tema matematico que se consideran importantes en
la planificacion de su instruccion. Lo cual, los autores Ruiz-Hidalgo y Fernandez-Plaza (2013)
complementan al mencionar que el analisis de contenido tiene como finalidad detallar la estructura

matematica seglin una vision real de su implementacion en el aula.

Por consiguiente, en este trabajo se define el analisis de contenido como el estudio de las
definiciones planteadas en el anélisis conceptual, el cual permitié determinar aquellos significados
relevantes en la instruccion del tema de funciones de varias variables y profundizar en estos. Esta

fase se organiza en tres tipos de significados, los cuales se describen a continuacion.
Estructura conceptual.

La estructura conceptual se refiere a un grupo de conceptos e inclusive procedimientos

relacionados entre si, que se utilizan para describir las funciones de varias variables.
Sistemas de representacion.

Los sistemas de representacion son convenios establecidos a través de un conjunto de reglas
matematicas con el fin de representar de diferentes formas un concepto (Gomez, 2002). Esto
incluye para efectos de la presente investigacion, distintas nociones de las funciones de varias
variables partiendo de la identificacion de sus propiedades. Asi, tal como lo menciona Valverde
(2012), se permite indicar una mejor version del objeto a partir de sus caracteristicas.
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Fenomenologia.

El andlisis fenomenoldgico describe aquellos fendomenos asociados a un concepto (Puig,
1997). Entendiéndose el término fendbmeno como un hecho que puede ser percibido por medio de
los sentidos o inteligencia. De esta forma, se identifican aspectos mateméticos importantes de un
fendmeno dentro de un problema, relacionando propiedades de las funciones de varias variables a
través de los sistemas de representacion. Es decir, se delimitan las situaciones en donde estas

poseen un uso y es posible probar su funcionalidad (Lupiafiez, 2013).

Los fendmenos pueden organizarse mediante contextos, subestructuras y situaciones. En
primer lugar, los contextos corresponden a grupos de fendmenos que comparten una misma
caracteristica estructural desde un punto de vista matematico (Cafiadas et al., 2016). Por ejemplo,
situaciones utilizadas para aproximar, contar, medir o relacionar objetos. Por otra parte, las
subestructuras son partes de una estructura conceptual ordenadas segun sus propiedades (Cafiadas
etal., 2016).

Las situaciones responden a medios donde una estructura matematica tiene un uso regular
(Ruiz-Hidalgo y Ferndndez-Plaza, 2013). Dicho de otro modo, corresponden a escenarios que
permiten mostrar claramente la funcionalidad de las funciones de varias variables. Este tipo de
fendmenos pueden clasificarse como situaciones personales, educativas, laborales u
ocupacionales, publicas y cientificas. Sin embargo, para efectos de esta investigacion, se
consideraron Unicamente medios laborales u ocupacionales; los cuales se sitdan en el ambiente de

trabajo del que se espera estudiantes de Economia vayan a formar parte.
2.2.3. Analisis cognitivo

En primer lugar, Gdmez (2002) sefiala que el andlisis cognitivo describe hipotesis sobre el
posible desempefio del estudiantado al enfrentarse a las actividades de ensefianza-aprendizaje.
Estas se establecen a partir de estudios sobre la ensefianza del contenido, cuyos resultados pueden
derivarse de la experiencia docente, evaluaciones diagndsticas u otras investigaciones. De la
misma forma, el mismo autor agrega que esta fase busca identificar, detallar y caracterizar las
tareas por realizar, asi como los errores que podrian aparecer durante el proceso, las dificultades

que subyacen de estos y, en consecuencia, los obstaculos que seria necesario superar.
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Las tareas son retos asignados a la persona con el fin de que esta demuestre su conocimiento
a partir de conceptos y procedimientos, al igual que un medio para establecer en qué medida se
han logrado los objetivos planteados (Lupiafiez, 2013). Es decir, son trabajos que implican una
demanda cognitiva al estudiantado y se relacionan, para la presente investigacion, con el tema

funciones de varias variables; estos, a su vez permiten alcanzar las expectativas de aprendizaje.

Las expectativas de aprendizaje se comprenden como capacidades, competencias,
conocimientos, saberes, aptitudes, técnicas y destrezas que se espera la poblacion adquiera,
desarrolle y utilice (Lupiafiez, 2013). Estas delimitan las habilidades especificas que se espera las
y los estudiantes dominen en relacién con las tematicas en estudio para su nivel educativo. Tal
como lo menciona Lupiafiez (2013), las expectativas de aprendizaje en matematicas aluden a los
usos reconocibles y deseables de los conocimientos, que pueden observarse e inferirse a partir de
las actuaciones del estudiantado en las tareas asignadas.

Por otra parte, los errores corresponden a respuestas incorrectas brindadas por el
estudiantado al respecto de una cuestion matematica, y se obtienen durante la aplicacion de tareas
(Lupidfez, 2013). Por su parte, las dificultades son agrupaciones de errores que comparten
caracteristicas similares. Por consiguiente, los obstaculos se refieren a conjuntos de dificultades
gue se convierten en conocimientos erréneos adquiridos por la persona, los cuales segin Socas

(1997) se manifiestan en forma de errores.

En este contexto, la investigacion priorizd el analisis cognitivo al identificar, en primer
lugar, los objetivos especificos de ensefianza del tema de funciones de varias variables a
estudiantes de Economia. Este enfoque tiene como objetivo principal delimitar la forma en que se
aborda dicho tema en el curso MAT050 Calculo Il para Economia. Ademas, buscé identificar
posibles limitaciones en el aprendizaje, considerando el nivel de conocimiento alcanzado por la

poblaciodn estudiantil hasta el momento.

Asi, en esta fase también se disefiaron las tareas, tomando en consideracién la informacion
recolectada. Para lo cual, se tienen en cuenta los siguientes componentes de una tarea propuestos
por Flores et al. (2013):

a. Las instrucciones de la asignacion.
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o

Los objetivos de la asignacion.

c. Los recursos y materiales que se planean utilizar.

d. Las capacidades que se esperan desarrollar.

e. El contenido matematico en cuestion.

f. Ladivision del estudiantado en subgrupos de trabajo (si es necesario).

g. Lainteraccion deseada entre docente — estudiante y pares.

En el contexto anterior, los recursos corresponden a medios que apoyan la ejecucion de una
tarea y fueron disefiados inicialmente con una finalidad ajena a la ensefianza de contenidos
escolares. Mientras los materiales también asisten en el desarrollo de una asignacién y se

elaboraron con propdsitos educativos.
2.2.4. Andlisis de instruccion

El andlisis de instruccion consiste en la identificacion y descripcion de las tareas que
pueden utilizarse en el disefio de las actividades de ensefianza — aprendizaje (Gémez, 2002). Al
respecto, una actividad de ensefianza — aprendizaje se define como el conjunto de tareas asignadas
al estudiantado con el fin de lograr un aprendizaje deseado. Esta se basa en el contenido descrito
en el andlisis conceptual y examinado en el analisis de contenido, con el objetivo de alcanzar los
objetivos sefialados en el analisis cognitivo, tomando en consideracion los posibles errores,
dificultades y obstaculos identificados (Gémez, 2002). Es decir, el analisis de instruccién parte del

estudio de la informacion obtenida en las fases anteriores.

Segun Flores et al. (2013) este andlisis se centra en la ensefianza y pretende la descripcion
de los medios que se emplean para lograr los objetivos establecidos. De modo que esta fase,
ademas de suponer el disefio de las actividades de ensefianza — aprendizaje, también busca
especificar su ejecucion. Al respecto, Valenzuela et al. (2018) mencionan que el analisis de
instruccion consiste en la transformacion y adaptacion de los datos obtenidos en analisis anteriores,

con el proposito de determinar cdmo y cuando se lleva a cabo la implementacion de estos.

Por consiguiente, este analisis implica el estudio de las tareas disefiadas en la fase anterior

para agruparlas de acuerdo con el momento de la instruccion (inicio, desarrollo o cierre) en que se
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desee implementarlas. A propdsito, Gomez (2002) establece los siguientes lineamientos para

realizar las clasificaciones de dichos trabajos:

a. Lacomprension del estudiantado.

b. El conocimiento alcanzado hasta entonces.

c. El desafio que se desea la asignacion represente para el estudiantado.
d. Lacomplejidad del aprendizaje que se desea lograr.

Esta organizacion de asignaciones debe dar paso a la conformacion de actividades de
ensefianza-aprendizaje coherentes con la informacion de los otros analisis. Asi como, al
establecimiento de las secuencias de tareas, que corresponden a un plan de trabajo para la persona

con un orden didactico adecuado (Valenzuela et al., 2018).

Por otra parte, la descripcion de la actuacion del profesorado sobre la ejecucion de las
actividades consiste en la organizacion de las clases; tomando en consideracion los momentos por
desarrollar, asi como los materiales y recursos que se necesitaran. Para lo cual, en la planificacion

de las sesiones se contemplan los siguientes elementos propuestos por Flores et al. (2013):

a. El nombre y nimero de la sesion.

b. Los objetivos de aprendizaje por desarrollar en la sesion.
c. El contenido en cuestion de la sesion.

d. Larelacién de la sesion con clases previas o posteriores.

e. Lista de tares en orden de desarrollo.

De esta forma, en el presente trabajo de investigacion, se considera el andlisis de
instruccion como un estudio cuidadoso de las tareas disefiadas en la fase anterior, con el objetivo
de organizarlas en los diferentes momentos de la instruccién. Del mismo modo en que también
establece el ordenamiento detallado de las sesiones que se emplearan para la ensefianza del tema

de funciones de varias variables, con base en la propuesta disefiada en este estudio.
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2.3. Conceptos asociados al tema de funciones de varias variables

En esta seccion se precisan resumidamente los conceptos matematicos asociados al tema
de funciones de varias variables para su instruccion en el curso MAT050 Célculo 11 para Economia.
Estos representan la informacion base sobre la que se realizd el andlisis did4ctico llevado a cabo,
en el cual se profundiz6 con un estudio detallado de las multiples definiciones y representaciones

a dichos conocimientos.
Funcidn de varias variables

Sean n un nimero entero positivo, R™ un espacio numérico n-dimensional y A € R". La
relacion f:A - R que asocia cada n-tupla (x,x3,..,X%,) €A con un Unico ndmero real
f (x4, %5, ..., x,,) recibe el nombre de funcién de n variables (Stewart et al., 2021). En donde al
conjunto A se le denomina dominio real de f y al conjunto que contiene todos los nimeros reales
f (x4, %5, ..., x,,) asociados a una n-tupla se le llama &mbito de f. Esta relacion es la que posibilita
la creacion de la representacion matematica de un fenémeno, lo anterior con la finalidad de

predecir posibles resultados y, entonces, identificar condiciones 6ptimas para el mismo.
Derivada parcial de primer orden

Sean i un nimero entero positivoy f: A € R™ — R. La derivada parcial de primer orden

a .
de f respecto de x; se denota de la manera % y viene dada por:
i

O, e, XX F R X, e X)) — (X, e, Xy e, X))
lim )
h-0 h

siempre que el limite exista (Stewart et al., 2021). Este resultado permite determinar la razon de
cambio de f respecto de x;, es decir, la medida en que x; se modifica en relacion con las otras

variables (Larson y Edwards, 2010).

Al considerar n =2 y definir f de la manera f(x,y) =z, es posible interpretar
geométricamente su derivada parcial. Para ello se toma y = y,, con lo cual f(x,y,) =z es la

curva formada por la intersecciéon de la curva f(x,y) =z y el plano y = y,, y se tiene que
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af (x0,¥0)

™ corresponde a la pendiente de la recta tangente a esta curva en el punto (xo, ¥o, f (X0, Vo))

(Larson y Edwards, 2010). Similarmente, al tomar x = x,, se define la interpretacion geométrica

af (x0,Y0)

correspondiente a 3y

Derivada parcial de segundo orden

Sean ffACRZSR y (x0,y0) €A, tal que las funciones %:A—MR y

af (xo, . : : . . . .
%:A — R existen. Si las derivadas parciales de primer orden de las funciones sefialadas
estan bien definidas, se les conocen como las derivadas parciales de segundo orden de f. De

acuerdo con Larson y Edwards (2010), estas vienen dadas tal como se muestra a continuacion.

Las derivadas parciales de segundo orden de f pueden interpretarse geométricamente en
relacion con las derivadas parciales de primer orden de f, tal como se explico anteriormente.
Asimismo, se han utilizado en el establecimiento de criterios de clasificacion de los extremos
relativos de una funcidn, por ejemplo, el criterio de la segunda derivada o del Hessiano Orlado
para funciones de dos variables. EI concepto de extremo relativo se describe en seguida.

Extremo relativo

Sea f:A S R? > RY (x9,Y0) € f. Se dice que f posee un minimo relativo en (x,, y,) Si
f(x,y) = f(xq,y0) paratodo (x,y) cerca de (xq, o), asi como se dice que f posee un maximo
relativo en (xg, vo) Si f(x,y) < f(x0, Vo) paratodo (x,y) cercade (x,,y,) (Larson & Edwards,
2010). Es decir, los extremos relativos corresponden a los puntos de A en que f(x, y) alcanza los

valores méas grandes y pequefios. Asimismo, para clasificar los extremos relativos en maximo,
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minimo o punto de ensilladura (maximo en una direccién y minimo en otra direccion), se hace uso

de los criterios relacionados con las segundas derivadas parciales (Stewart et al., 2021).
Punto critico

Sea f:ACSR> >R Y (x0,¥) € f. El punto (xp,y,) se denomina punto critico si

f (X0.Y0) _ df (x0.50) _ f (x0.50) |, 0f (X0.Y0)

pa Oy 3 = 0, o bien, si oY 3y no existen (Larson y Edwards, 2010).

En otras palabras, este corresponde a un punto en el cual la derivada se anula o el limite no esta
bien definido, y su identificacion permite el establecimiento de los posibles candidatos a extremos

relativos de la funcion.
Optimizacion

La optimizacion se refiere a la busqueda de la mejor manera posible de realizar una tarea
(Real Academia Espafiola, s.f., definicion 1). Al considerarse el caso de las personas profesionales
en economia, lo anterior se refiere a la habilidad de establecer modelos que les permitan analizar
problemas en el campo e, idealmente, darles una solucién. Estos modelos, en la mayoria de las
ocasiones, se representan por medio de relaciones matematicas, por lo cual la optimizacion en la
formacion de economistas pretende el dominio de conocimientos matematicos y el desarrollo de

la habilidad de aplicarlos en economia.

Especificamente, en los cursos de calculo multivariable, optimizar se refiere a la capacidad
de identificar extremos relativos de una funcion de varias variables con el fin de determinar
condiciones ideales para modelos econémicos que se hayan establecido (Klein, 2014). Por lo tanto,
para efectos de esta investigacion, se le considera como la accion que va desde la modelizacion de
un fendmeno determinado por medio de una funcion de varias variables, hasta la identificacion de
los puntos criticos y extremos por medio de criterios que involucran el célculo de sus derivadas

parciales.
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Capitulo I11: Marco metodoldgico

En este capitulo, se exponen los procedimientos seguidos para el desarrollo de la presente
investigacion. Especificamente, se describe el disefio del estudio, las fuentes de informacion, las
técnicas de recoleccion de datos y los métodos utilizados para analizarlos.

3.1. Disefio de la investigacion

En el presente trabajo, se tom6 como referencias las creencias y las teorias referentes al
paradigma naturalista, el cual asume que tanto la persona encargada de la investigacion como la
poblacion considerada, son las responsables de dar significado al objeto de estudio (Erlandson et
al., 1993). Por tanto, en este caso se buscé disefiar una propuesta para la implementacion del ABP
en la ensefianza del calculo multivariable a personas inscritas en la carrera Bachillerato en
Economia, con base en ideas de estudiantes y de profesionales en el area, asi como de informacion

derivada de la revision de material bibliogréafico especializado.

Por otro lado, el estudio desarrollado se enmarcd en lo establecido por el enfoque
cualitativo de investigacion, de modo que buscé alcanzar el entendimiento de fendmenos del
mundo real, sin que los valores de la persona a cargo de este manipularan el objeto de interés
(Patton, 1990). Es decir, estaba orientado a la descripcion, comprension e interpretacion de los
datos que se obtuvieron. Pues como lo mencionan Hastie y Hay (2012), esta perspectiva
investigativa es una forma interpretativa de analisis social que pretende comprender la realidad

desde la visién de la poblacion tomada como referencia.

La propuesta no pretendia la generalizacién de los resultados, ya que estos se limitan a
estudiantes del curso MATO050 Calculo Il para Economia de la UNA, en la Sede Central — Campus
Omar Dengo. En otras palabras, se realiz6 un estudio subjetivo y particularista, caracteristico del
enfoque cualitativo (Rodriguez, 2003). Procedimiento interactivo en donde cada una de las fases
del anélisis didactico se complementd; sometiendo a una triangulacion la informacion del analisis
conceptual, el andlisis de contenido y el analisis cognitivo, con el objetivo de confrontar y someter

a control reciproco los datos necesarios para la elaboracion del anélisis de instruccion.
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Finalmente, en la confeccion del trabajo se utilizé el método de investigacion basado en el
disefio. Este corresponde a una metodologia flexible y sistematica destinada al beneficio de la
practica educativa por medio del analisis, desarrollo e implementacion de propuestas
metodoldgicas sensibles al contexto (Wang y Hannafin, 2005). Esto con el fin de contribuir en un
proceso de mejora de las condiciones de aprendizaje en los cursos de servicio que la Escuela de

Matematica brinda a otras unidades académicas de la UNA.

En relacién con lo anterior, se identificaron las variables en estudio, que se describen méas
adelante, para desarrollar un perfil que caracteriza la propuesta. Se inici6 con el establecimiento
de un plan general de trabajo e instrumentos no definidos totalmente, los cuales se adecuaron a lo
largo del proceso en funcion de la dinamica y el contexto. Ademas, se desarroll6 de modo tal que
se logro adaptarle en el escenario considerado al disefio de otras investigaciones sobre la tematica,
asi como la generacion de pautas para la implementacion de esta nueva propuesta. Lo ultimo dando
la posibilidad de que se pueda adaptar en entornos con condiciones de ensefianza y aprendizaje

semejantes.
3.2. Fuentes de informacion

En el presente trabajo, con el fin de obtener la informacion necesaria para la elaboracion
de la propuesta, se tomo en cuenta tanto fuentes documentales como la opinién de estudiantes y
docentes de Matematica y Economia. En primer lugar, para la realizacion del analisis conceptual,
andlisis de contenido y analisis cognitivo, se utilizé el programa del curso MATO050 Calculo 11
para Economia empleado en el | ciclo del afio 2022, asi como el material de apoyo (presentaciones
y listas de ejercicios) utilizado por el profesorado en la asignatura durante el mismo periodo. Del

mismo modo, se consideraron libros de texto que abordan la tematica en estudio.

Los libros de texto se conciben como documentos fisicos o digitales disefiados con el
proposito de asistir el desarrollo del curriculo en las clases. Estos incluyen aspectos relevantes para
la instruccidn de los saberes que componen las areas tematicas, por ejemplo, precisan su historia,
brindan explicaciones y ejemplos, plantean actividades e incluso posibles evaluaciones, entre
otros. Lo anterior siguiendo un orden ldgico de ideas adecuado a la poblacion a la cual estan

dirigidos.
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A continuacion, se describen los criterios de inclusion utilizados para seleccionar los libros

de texto que formaron parte de la investigacion.

a. El libro de texto pretende la ensefianza del célculo en varias variables a estudiantes de
Economia.

b. El libro de texto incluye conceptos asociados al calculo en varias variables que aparecen
en la carta a la persona estudiante del curso MATO050 Célculo 11 para Economia.

c. Ellibro de texto esta disponible puede consultarse de manera digital o fisica.

d. Ellibro de texto fue publicado a partir del afio 2012.

En el proceso de seleccidn, se consultaron las bibliotecas digitales y fisicas de las
universidades estatales del pais, asi como se realizaron busquedas en bases de datos. Las fuentes
documentales con elementos tedricos de mayor relevancia para la investigacion, esto es, que
tomaban en consideracion la metodologia del aprendizaje basado en la resolucion de problemas,

fueron priorizadas con el fin de seleccionar la cantidad de libros de texto deseada.

Por otra parte, con el objetivo de disefiar el analisis de instruccion, se entrevistd al
estudiantado y a profesionales en las areas de matematica y economia de la Sede Central en el
Campus Omar Dengo de la UNA. En concreto, se busco determinar el criterio de seis estudiantes,
cuatro docentes de la Escuela de Matematica y dos docentes de la Escuela de Economia en relacion
con los resultados obtenidos en los andlisis anteriores, ademas de discutir la posible distribucion e
implementacion de las tareas matematicas escolares en los diferentes momentos del proceso de

ensefianza — aprendizaje.

A continuacién, se describen los criterios de inclusién utilizados para seleccionar el

profesorado de la Escuela de Matematica que formé parte de la investigacion.

a. El profesorado laboré en la Escuela de Matematica en la Sede Central — Campus Omar
Dengo de la UNA en el | ciclo 2022.

b. EIl profesorado impartié el curso MATO003 Calculo Il en los periodos I ciclo o 1l ciclo de
los afios 2018, 2019, 2020 o0 2021.

c. Se excluyeron como participantes a las personas académicas que forman parte del comité

asesor de este estudio.
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En el proceso de seleccion del profesorado de la Escuela de Matematica, una vez
identificada la poblacion, se procedio a realizar un muestreo aleatorio simple para determinar las
cuatro personas participantes en la investigacion. A cada a docente se le consultd sobre la
disposicion y disponibilidad para colaborar en el estudio por medio de correo electrénico; una vez
confirmada la anuencia a participar en el estudio, se procedié a coordinar las reuniones para

realizar las entrevistas por el mismo medio.

A continuacién, se describen los criterios de inclusion utilizados para seleccionar el

profesorado de la Escuela de Economia para formd parte de la investigacion.

a. El profesorado labord en la Escuela de Economia en la Sede Central — Campus Omar
Dengo de la UNA en el | ciclo 2022.
b. El profesorado impartié al menos uno de los siguientes cursos en los periodos I ciclo 2021
o Il ciclo 2021:
e ECF411 Econometria |
e ECF412 Microeconomia I
e ECF413 Macroeconomia Ill
e ECF415 Economia Ambiental
e ECF416 Econometria Il
e ECF417 Macroeconomia de Economias Abiertas
e ECF418 Formulacion y Evaluacion de Proyectos
e EFC419 Modelos Multisectoriales
e ECF420 Economia Ecolégica
e ECF421 Econometria Il
e ECF422 Teorias del Desarrollo
e ECF423 Comercio Internacional
e ECF424 Economia del Sector Publico
e ECF425 Temas de Economia del Desarrollo
e ECF426 Practica Profesional Supervisada
e ECF450 Taller de Investigacion.
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Esto con el propdsito de garantizar que el profesorado tuviera conocimiento de la aplicabilidad del
tema funciones de varias variables al area de economia, en contextos adecuados para estudiantes
de dicha disciplina. Lo anterior, puesto que las asignaturas enlistadas previamente tienen como
requisito la aprobacion del curso MATO050 Calculo 1l para Economia, en el cual la temética es

estudiada por esta poblacion.

En el proceso de seleccion del profesorado de la Escuela de Economia, una vez identificada
la poblacion se procedid a seleccionar por conveniencia las dos personas participantes en la
investigacion. A cada a docente se le consultd sobre la disposicion y disponibilidad para colaborar
en el estudio por medio de correo electrénico; una vez confirmada la anuencia a participar en el

estudio, se procedio a coordinar las reuniones para realizar las entrevistas por el mismo medio.

A continuacién, se describen los criterios de inclusion utilizados para seleccionar el

estudiantado que formd parte de la investigacion.

a. El estudiantado estaba empadronado en la carrera Bachillerato en Economia en la Sede
Central — Campus Omar Dengo de la UNA en el I ciclo 2022.
b. El estudiantado aprobo el curso MATO050 Célculo 11 para Economia en el | ciclo 2022.

Esto con el objetivo de asegurar que las y los estudiantes considerados en el estudio
tuvieran una comprension adecuada del tema de funciones de varias variables. Lo anterior, puesto
que se partio de la premisa de que al aprobar la asignatura MAT050 Calculo Il para Economia se

garantizaba un dominio suficiente del topico.

En el proceso de seleccion del estudiantado, tras la identificacion de la poblacién objetivo,
se llevd a cabo una seleccidn por conveniencia de seis estudiantes para la investigacion. Cada
persona se contactd mediante correo electronico con el fin de determinar su disposicion y
disponibilidad para colaborar en el estudio. Una vez obtenida su confirmacion, se procedio a

coordinar las entrevistas utilizando el mismo medio de comunicacion para coordinar los detalles.

46



3.3. Técnica de recoleccion de informacién

En el presente trabajo de investigacion, se consideraron las técnicas de recoleccion de
informacion que se describen a continuacion. Estas se seleccionaron de acuerdo con los objetivos
planteados en el Capitulo 1y la teoria del analisis didactico sefialada en el Capitulo Il. En concreto,
para la elaboracion del anélisis conceptual, anlisis de contenido y analisis cognitivo se desarrolld
un analisis documental apoyado de fichas bibliogréaficas, y en el caso del analisis de instruccion se
realizaron entrevistas semiestructuradas a estudiantes de la carrera Bachillerato en Economia y

docentes de la Escuela de Matematica y Escuela de Economia.
3.3.1. Analisis documental

En el trabajo se llevd a cabo un andlisis documental con la finalidad de elaborar el analisis
conceptual, analisis de contenido y andlisis cognitivo. Este es un estudio cuidadoso de la
informacion presente en los documentos seleccionados, que se basa en la utilizacion de fichas
bibliograficas para lograr dicho propdsito (Bernal, 2010). Las fichas bibliograficas son
herramientas que hacen posible recopilar, organizar y almacenar los datos de interés obtenidos al

consultar las fuentes documentales (Huergo-Tobar, 2015).

Aunado a lo anterior, por medio del andlisis documental se extrajo, en relacion con la
tematica, definiciones, conceptos, terminologia bésica, procedimientos, representaciones,
aplicaciones, objetivos de ensefianza, limitantes en el aprendizaje y tareas matematicas escolares.
No obstante, a fin de realizar un trabajo de calidad, se siguio la recomendacion de Bernal (2010)
de utilizar simultdneamente otra técnica de recoleccion de informacion para contrastar y
complementar los datos. Por lo tanto, se efectuaron entrevistas semiestructuradas a estudiantes de
la carrera Bachillerato en Economia y docentes de la Escuela de Matematica y de la Escuela de

Economia.
3.3.2. Entrevistas semiestructuradas

Las entrevistas semiestructuradas corresponden a una serie de preguntas formuladas con el
objetivo de obtener informacion de personas a través del establecimiento de un contacto directo

(Bernal, 2010). En el caso de esta investigacion, el acercamiento se realiz0 tanto de manera
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presencial como virtual, y se solicito la debida autorizacion (ver Anexo 1) para grabarseles y luego
transcribir las respuestas, que fueron de uso exclusivo del estudio. Ademas, es importante sefialar
que el guion de la entrevista es un instrumento flexible, es decir, da espacio a la formulacion de
nuevas interrogantes durante el desarrollo de esta (Bernal, 2010). Lo anterior con la finalidad de

profundizar en aspectos de interés para el estudio.

La finalidad de la realizacion de entrevistas semiestructuradas en el trabajo correspondia a
la valoraciéon de la idoneidad de las tareas matematicas escolares recopiladas en el anélisis
documental, las cuales se pretendia utilizar en la propuesta de proyecto. Del mismo modo, en estas
se identificaron mejoras en el planteamiento de las mismas, lo que permitié la elaboracion de las
actividades de ensefianza-aprendizaje. Adicionalmente, se consultd al profesorado sobre la
distribucion de las sesiones de clase que se requieren durante la ejecucién del proyecto. En otras
palabras, la implementacion de esta técnica de recoleccion de la informacion hizo posible el disefio

del analisis de instruccion.
3.4. Recoleccion de la informacion

En la presente investigacion, con la finalidad de recoger los datos necesarios para el disefio
de la propuesta, se sigui6 el procedimiento descrito a continuacion. Este se establecié en relacion
con las técnicas de recoleccion de la informacion sefialadas en el apartado anterior. En
consecuencia, también se describen los instrumentos de recoleccion de la informacion asociados a
cada una de ellas. Por lo tanto, en lo que respecta al analisis documental, se detallan con mayor
precision las fichas bibliograficas, y en el caso de las entrevistas semiestructuradas, se abordan las

guias de entrevista.

En primer lugar, las fichas bibliogréaficas se utilizaron en el manejo de los datos requeridos
para la elaboracion de las primeras tres fases del analisis didactico, los cuales se obtuvieron de las
fuentes documentales seleccionadas. Este instrumento de recoleccion de informacion se asocia al

analisis documental y en seguida es caracterizado detalladamente.
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3.4.1. Fichas bibliograficas

Del mismo modo en que se sefialé previamente, las fichas bibliogréaficas son herramientas
que hicieron posible la recopilacion, la organizacion y el almacenamiento de la informacién
presente en las fuentes documentales consultadas; lo que resulto indispensable en la confeccién
del andlisis conceptual, andlisis de contenido y andlisis cognitivo. En otras palabras, estas
corresponden a documentos digitales y fisicos en los que se recolectd y sistematizo los datos

necesarios para concretar el estudio.

En este trabajo, la ficha bibliogréafica esta constituida por dos partes. La primera dirigida a
la recopilacion de la informacion general del documento, es decir, el titulo, las personas autoras,
el tipo de documento (programa de curso, material de apoyo utilizado por docentes o libro de
texto), la fecha de publicacion y la fecha de consulta. La segunda destinada a la recoleccion de los

datos de interés en relacion con el contenido matematico de la fuente.

La segunda parte de la ficha bibliografica se dividio en tres subsecciones correspondientes
a cada uno de los primeros andlisis por realizar. En resumen, la herramienta se confecciono a la
luz de la informacion en el Capitulo 11 sobre las primeras tres componentes del analisis didactico.
La validacion de esta se determind a partir de una revision exhaustiva por parte del comité asesor
de la presente investigacion. Asimismo, el instrumento puede ser consultado en la seccion de
anexos, especificamente, corresponde al Anexo 1. Las fichas bibliograficas completadas para cada

andlisis estan disponibles en la misma seccién, identificadas como Anexo 2.

En segundo lugar, tal como se menciond con anterioridad, la aplicacion de las entrevistas
semiestructuras tenia dos finalidades; la validacion de los resultados obtenidos en el analisis
conceptual, analisis de contenido y analisis cognitivo, asi como la recoleccion de datos necesarios
para el disefio del andlisis de instruccion. Por consiguiente, estas se llevaron a cabo en dos

momentos, cada uno orientado a uno de los propositos sefialados.

En el primer momento de las entrevistas, tanto el estudiantado como el profesorado evalud
la pertinencia de las tareas matematicas escolares planteadas con base en la informacién del
analisis documental. Asimismo, se recibieron sugerencias en busca de una mayor adecuacion a los

objetivos establecidos para estas. Del mismo modo, se discutio sobre posibles limitantes en el
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aprendizaje de la tematica. En el segundo momento, se realizé una revision de las correcciones
efectuadas, se determinG la organizacion de las actividades de ensefianza-aprendizaje y se

identifico aspectos de la actuacion docente durante la ejecucién de la propuesta.

Por otra parte, cabe rescatar que se hizo uso de guias de entrevista para moderar el
desarrollo de las entrevistas. Este instrumento de recoleccion de informacion se describe en

seguida.
3.4.2. Guia de entrevista

La guia de entrevista corresponde a un guion que toma en consideracion el tema por tratar,
el tipo de entrevista por realizar y las personas que se entrevistaran (Bernal, 2010). Es decir, es un
escrito breve, ordenado y digital o fisico en donde se concentran las ideas principales que orientan

el desarrollo del acercamiento.

Este instrumento de recoleccidn de informacion es susceptible a modificaciones durante su
puesta en practica en concordancia con las respuestas de las personas entrevistadas. En tal sentido,
es posible cambiar el formato, orden y protocolo prestablecido de la guia de entrevista. Ademas,
en caso de considerarse necesario y con el objetivo de profundizar en la informacién recogida, se
puede ahondar en los ejes tematicos a través de la formulacion de nuevas interrogantes en el

transcurso de la aplicacion.

En el presente estudio, las guias de entrevista para el estudiantado y profesorado fueron
creadas de conformidad con lo expuesto en el Capitulo Il acerca del analisis de instruccion, asi
como de los resultados obtenidos del anélisis documental. Ademas, estas fueron sometidas a una
revision exhaustiva por parte de docentes especializados en estadistica de la Escuela de
Matematica de la UNA, quienes tomaron en consideracion los objetivos del estudio en cuestion y

de las entrevistas en el mismo, con la finalidad de determinar la validez del instrumento.

La Unica recomendacion de fondo hecha por los profesionales consistia en la inclusion de
preguntas abiertas en caso de respuestas afirmativas a las preguntas cerradas del instrumento. Esto
se sugeria con el propdsito de obtener mas informacion para enriquecer el trabajo y evaluar con

precision la idoneidad de las tareas matematicas escolares seleccionadas.
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El consentimiento informado para las entrevistas y la guia utilizada durante su realizacion
estan disponibles en la seccion de anexos, concretamente en el Anexo 3 y el Anexo 4. Las

transcripciones de las respuestas obtenidas en cada entrevista se adjuntan en el Anexo 5.

Por ultimo, es importante mencionar que como parte de la propuesta se formuld un
proyecto bajo la modalidad de laboratorio tradicional. Lo cual significa que este se encuentra
orientado a la verificacion de hechos con base en conocimientos introducidos previamente en las
sesiones de clase. Lo anterior, debido a que de esta manera se lograria relacionar el ABP con las
otras metodologias planteadas en el curso MATO050 Célculo Il para Economia. Asimismo, a traves
de los andlisis que se llevo a cabo fue posible desarrollar adecuadamente la planificacion de este,
describiendo en el analisis de instruccion la actuacion del profesorado deseada y sugerencias para

una posible evaluacion de la asignacion.
3.5. Analisis de la informacion

En este estudio, la informacion recolectada se analizé mediante un analisis didactico de las
fuentes documentales y un analisis descriptivo de las entrevistas semiestructuradas. El andlisis
didactico es un procedimiento por medio del cual se estudiaron con detalle aspectos relacionados
al calculo en varias variables. Lo anterior, con el propoésito de disefiar, llevar a la préctica y evaluar
las actividades de ensefianza-aprendizaje. En la presente investigacién, Unicamente se planeo
desarrollar las primeras cuatro componentes que integran el método, es decir, analisis conceptual,

andlisis de contenido, andlisis cognitivo y analisis de instruccion.

En la investigacion se consideraron las categorias y los indicadores sefialados en la Tabla
1. Estos se establecieron en concordancia con los objetivos especificos del estudio y los descritos
en el Capitulo 11 en relacion con el analisis didactico. Es importante mencionar que lo propuesto
inicialmente fue complementado por categorias e indicadores emergentes que surgieron durante la

recoleccion de la informacion.
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Tabla 1

Categorias e indicadores de analisis de informacion

Anélisis conceptual

asociados al calculo en
varias variables, asi como en
las propiedades de estos.

Categoria Definicion Indicador
Profundizacion en los
significados de los conceptos | Definiciones

Propiedades

Andlisis de contenido

Estudio de la estructura
conceptual, los sistemas de
representacion y los aspectos
fenomenoldgicos del tema
funciones de varias

Hechos
Conceptos
Procedimientos

Sistemas de representacion

Anaélisis cognitivo

variables.

Contextos
Identificacion de los Obijetivos
objetivos de la ensefianza del
tema funciones de varias Obstaculos

variables, asi como de las
limitantes y oportunidades
en el aprendizaje de este.

Tareas matematicas
escolares

Analisis de instruccién

Organizacion y
especificacion de las tareas
matematicas escolares y el
establecimiento de un
ordenamiento detallado de
las sesiones que se
emplearan para la ensefianza
del tema funciones de varias
variables.

Actividades de ensefianza -
aprendizaje

Recursos
Materiales

Actuacion del profesorado

Nota. Elaboracion propia basada en Andlisis didactico y metodologia de investigacion de Rico y Fernandez-

Cano (2013).
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Adicionalmente, tal como se menciond, se llevd a cabo un andlisis descriptivo de la
informacidn recolectada en las entrevistas semiestructuradas. EIl cual pretendia corroborar la
pertinencia de los datos recopilados en el andlisis conceptual, analisis de contenido y analisis
cognitivo; asi como sintetizar la informacion requerida en la elaboracion del andlisis de

instruccion.

En concreto, se validaron las tareas matematicas escolares resultantes de las primeras tres
fases del andlisis didactico, y se complement6 la informacién recolectada en relacion con las
posibles limitantes en la ejecucion de estas. Ademas, se determiné el ordenamiento de las

actividades de ensefianza-aprendizaje y se caracteriz la actuacion docente deseada.

Lo anterior, permitié someter a un proceso de triangulacion las fases del analisis didactico.
En donde triangulacion hace referencia a la utilizacion de formas alternativas y complementarias
para la obtencidn de los datos (Silvio, 2009). Esto posibilitd el estudio de los datos desde diferentes

perspectivas teodricas para garantizar su validez y confiabilidad.

Capitulo 1V: Analisis didactico

En este capitulo se presenta el anélisis didactico del tema de funciones de varias variables,

resultado del analisis documental y las entrevistas semiestructuradas realizadas.
4.1. Andlisis conceptual

En sequida, se realiza un estudio detallado de los significados asignados a los conceptos
relacionados con el tema de funciones de varias variables, lo anterior desde diferentes perspectivas
y niveles. Para ello se desarrolla una revision exhaustiva de los libros de texto Calculus: Early
Transcendentals y Mathematical Methods for Economics, asi como del material de apoyo utilizado

por el profesorado en el curso MATO050 Calculo Il para Economia en el periodo I ciclo 2022.

En el caso de los libros de texto, se seleccionaron documentos disponibles de forma digital,
los cuales guardan una cercana relacion con los principios de disefio que establece el ABP (hacer
los conocimientos visibles, visibilizar el pensamiento del estudiantado, promover el aprendizaje

cooperativo y fomentar la autonomia y el aprendizaje para la vida). En cuanto al material de apoyo
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del curso, se tomaron como referencia documentos elaborados por docentes para la presentacion
de los conceptos al estudiantado y listas de ejercicios disefiadas con el propdsito de ponerlos en

practica.

Asimismo, es necesario sefialar que los conceptos que aparecen a continuacion se
seleccionaron con base en lo expuesto en la carta a la persona estudiante, documento semejante a
un plan de estudios, del curso MAT050 Calculo Il para Economia. De acuerdo con esta, los
siguientes términos deben discutirse en la asignatura con la finalidad de alcanzar la optimizacion
en varias variables. Las definiciones se organizan por concepto y cronolégicamente de acuerdo

con la fecha de publicacion, segun la fecha de publicacion del documento consultado.

Funcion de varias variables

e Una funcion multivariable es aquella que tiene mas de una variable como argumento
(Klein, 2014).

e Una funcion f de n variables corresponde a una regla que asigna un unico nimero real
denotado z = f (x4, x5, ..., X,) a cada n-tupla (x4, x5, ...,x,) de nameros reales de un
conjunto D (Stewart et al., 2020).

e Sea A € R™ un conjunto no vacio, con n un entero positivo. Se define f: A — R como una
funcion de n variables, si f es una relacion que asocia a cada n-tupla a € A un Unico

elemento b € B, donde f(a) = b (Sequeiray Ramirez, 2022).
Dominio real de funciones de varias variables

e El conjunto D de la definicion de funcion de n variables corresponde al dominio de f
(Stewart et al., 2020).
e Al conjunto A, de la definicién de funcion de n variables, se le denomina dominio de f y

se suele denotar como Dy (Sequeiray Ramirez, 2022).
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Derivadas parciales de primer orden

La derivada parcial de una funcion y = f (x4, x5, ..., x;;) con respecto al argumento x; se

9 . F) L Flxnen Xt Ay Xy )= F (X1,00Xie0Xn)
denota % y viene dada por % = lim (i it by xn) il
, .

, siempre que el
i Axl.—>0 Ay; pre g

4

limite exista (Klein, 2014).

Sea f una funcion de n variables, la derivada parcial de primer orden con respecto a la i-

;. . . ;. d , X1y Xje1,XiF X 41,0 X)) — [ (X1, 00Xy X
ésima variable x; viene dada por el Ilmltea—i_ = [ L0 Xima Xt X1 Xn) =] (X Xn)

i h-0 h ,

siempre gue este exista (Stewart et al., 2020).

Sea f: A — R una funcién de n variables, f posee n derivadas parciales de primer orden

af of ar ar .
— ——, donde — (x4, ..., x,,) == lim
n aXi( 1 n) h—0

FxyenXi—p Xt X g 1,00X0) = (X1,..%n)
ox, dx,’ " Ax

h

dadas por
(Sequeira 'y Ramirez, 2022).

Derivada de segundo orden

La derivada parcial de segundo orden determina la medida en que la derivada parcial de
primer orden de una funcién multivariable con respecto a un argumento cambia al realizar
una pequefia variacion en este, o bien, al realizar una pequefia variacion en el otro
argumento (Klein, 2014).

De acuerdo con Stewart et al. (2020), dada f una funcién de dos variables cuyas derivadas
parciales de primer orden f, y £, también corresponden a funciones de dos variables, las
derivadas parciales de primer orden de estas ultimas corresponden a las derivadas parciales

de segundo orden de f y se denotan de la siguiente manera:

o (0N _ 0 _ 0%z
o (fdx= fax = fu1 = 5(£)= = 5n2

_ _ _ 0 (0 _ 9%f _ 0%z
L g 0(0\_ 9 _ %
© (fy)x - fyx =fa= ax(ay) T 9xdy  9xdy

_ _ 9 (a\ _ 9*f _ 9%z
o (h), =t =t = 5(5) = 5= 5
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e Sea f:A — R de dos variables tal que sus derivadas parciales existen, y a su vez las

derivadas parciales de estas también existen. Las derivadas parciales de orden dos de f

son:
o g = ;—x(g—i), con notacion alternativa: f,
o 227’; = aa_y (Z—Jf/ , Con notacion alternativa: £,
o % = ;—x(Z—i), con notacion alternativa: f.,
o aa;_a]; = aa_y (Z—i), con notacion alternativa: f,,

Adicionalmente, a las derivadas f,, Yy f,, se les conoce como las derivadas mixtas o

cruzadas (Sequeira y Ramirez, 2022).

Regla de la cadena

e Silos argumentos de una funcion diferenciable y = f (x4, x5, ..., x,,) Son a su vez funciones

diferenciables de las variables ti,...,t, tales que x; = gi(ts,...,tm), X =

G2ty 0 tm),y ooy Xy = g™(ty,...,tn), donde gi(ty,...,t,) es la i-ésima funcion

ivari Oy _ ¢ .9%1 N R . 9%n _ 9 -
multivariable, entonces e fi 6t1+f2 6t2+ + fu a1, con f; = o, (Klein,

2014).
e Sea f una funcion de n variables x;, x5, ..., x, diferenciable, tal que cada x; es una funcion

de m variables ty,t,,...,t, diferenciable. Entonces f es una funcién m variables
9f dan

OF 0%y 4 OF 9% 4 .4 O 0% ooy = 1,2,...,m (Stewart et al.,

of
tity, wstim Y at; - dx, 0t;  0xy Oty Ox, 0t;

2020).

e De acuerdo con Sequeira'y Ramirez (2022), dada z = f (u, v) una funcidn diferenciable tal

queu = g(x,y) yv = h(x,y) son funciones para las cuales existen las derivadas parciales

du du Jv 6vEt f i6n d d -
a, 5,£y@ ntonces, z €s una runcion ae x y y, y ademas:
0z _ 9z Odu dz Ov
ax _ ou ox ' 9v ox
0z _ 9z Ou dz Jv
ay ou ay ' ov dy

o
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Extremos locales

Sea f una funcion de dos variables, f posee un méaximo local en (a, b) si f(x,y) < f(a, b)
cuando (x, y) esta cercade (a, b) y el nimero f(a, b) se denomina valor méximo local. Si
(x,y) = f(a,b) cuando (x,y) esta cerca de (a, b), entonces f posee un minimo local en
(a,b)y f(a, b) se denomina valor minimo local (Stewart et al., 2020).

Sea f: A — R una funcion de dos variables y P = (x,Y,) Un punto que pertenece a su
dominio. Se dice que f alcanza un maximo relativo o méximo local en P, si existe una
region abierta B de A, que contiene a P, tal que: f(xo, vo) = f(x,y), V(x,y) € B (Sequeira
y Ramirez, 2022).

Sea f: A — R una funcion de dos variables y P = (x,¥,) Un punto que pertenece a su
dominio. Se dice que f alcanza un minimo relativo o minimo local en P, si existe una
region abierta B de A, que contiene a P, tal que: f(xo, vo) < f(x,y),V(x,y) € B (Sequeira
y Ramirez, 2022).

Punto de ensilladura

Si las derivadas parciales f;; Y f2, poseen signos opuestos (una es positiva y la otra es
positiva) en un punto estacionario, este se conoce como punto de ensilladura (Klein, 2014).
Sea (a, b) es un punto critico de f tal que este no corresponde a un méaximo local o minimo
local de f. Al punto (a, b) se le conoce como un punto de ensilladura de f (Stewart et al.,
2020).

Sea f: A — R una funcion de dos variables y P = (x,Y,) Un punto que pertenece a su
dominio. Se dice que f alcanza un punto silla o punto de ensilladura en P, si para toda

region abierta B de A, que contiene a P, se cumple que existen (x;, v,), (x5, y,) € B tales

que f(xq1,y1) < f(x0,¥0) < f(x3,v,) (Sequeiray Ramirez, 2022).

Extremos absolutos

De acuerdo con Stewart et al. (2020), dado (a, b) un punto del dominio D de una funcion
f de dos variables se tiene que f'(a, b) corresponde a:
o Un valor méximo absoluto de f en D si f(x,y) < f(a, b) paratodo (x,y) en D.

o Un valor minimo absoluto de f en D si f(x,y) = f(a,b) paratodo (x,y) en D.
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Criterio de la matriz Hessiana

Si la funcion y = f(xyq, x4, ..., X,) posee un punto estacionario (xi,x3,...,x,) y la matriz
Hessiana evaluada en este es definida negativa, entonces en (xj, x5, ..., x;;) se alcanza un
méaximo local de y (Klein, 2014).
Si la funcion y = f (x4, x5, ..., X,) posee un punto estacionario (xj, x3,...,x;) Yy la matriz
Hessiana evaluada en este es definida positiva, entonces en (xj,x5,...,x;) se alcanza un
minimo local de y (Klein, 2014).
Si la funcion y = f(xq, x5, ..., X,) posee un punto estacionario (xi,x3,...,x,) y la matriz
Hessiana no es definida positiva ni definida negativa, entonces (xj, x5, ..., x5,) corresponde
a un punto de ensilladura de y (Klein, 2014).
De acuerdo con Sequeira y Ramirez (2022), considérese f: A — R una funcion de n
variables con derivadas parciales de segundo orden continuas en A, con A abierto.
Supdngase ademas que P es una n-tupla de A tal que Vf(P) = 0. Entonces, considerando
H¢(P) la matriz Hessiana evaluada en P y 4, (P) el determinante de la matriz Hessiana
evaluado en P, se cumple que:

o Si Hy(P) es definida positiva, entonces f alcanza un minimo relativo en P.

o Si Hy(P) es definida negativa, entonces f alcanza un maximo relativo en P.

o Si H(P) no es definida positiva ni definida negativa, entonces:

= Si4,(P) # 0, entonces P es un punto silla de f.

= Si4,(P) = 0, entonces el criterio no define.
Meétodo de los multiplicadores de Lagrange

El problema de optimizacion con restricciones correspondiente al Lagrangiano se resuelve
al solucionar el sistema de ecuaciones que se obtienen de las derivadas parciales de primer
orden de este con respecto a cada uno de los argumentos de la funcién objetivo igualadas

aL(xl,xz,...,xn,ll,...,lm) _
x o

8L(xl,xz,...,xn,ﬂ.l,...,lm) _
dx N

0,

a cero y la restriccion de igualdad (

1 2

OL(X1,X2, 00X, A 1, )
Ox

(Klein, 2014).

o,..., =0,9:(x1, X3, e, X)) = Cppever Gm (X1, X2, 0oy X)) = cm)

n
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De acuerdo con Stewart et al. (2020), para encontrar los valores maximos y minimos de
f(x,y) de acuerdo con la restriccion g(x,y) = k se debe [asumiendo que estos valores
extremos existen y las primeras derivadas parciales de g son distintas de cero en la
superficie g(x,y) = kl:
o Encontrar los valores de x, y y A que satisfacen las siguientes ecuaciones:
o fr=49x f =4gy gy =k
o Evaluar f en todos los puntos (x,y) obtenidos en el paso anterior. El punto en
donde se obtenga el valor mas grande se alcanza un valor maximo de f; en el valor
mas pequefio un valor minimo de f.
De acuerdo con Stewart et al. (2020), para encontrar los valores maximos y minimos de
f(x,y) de acuerdo con la restriccion g(x,y) = ky h(x,y) = c se debe:
o Encontrar los valores de x, y, 4 y u que satisfacen las siguientes ecuaciones: f, =
Agx + thy, fy = Agy +phy, g(x,y) = kyh(x,y) =c.
o Evaluar f en todos los puntos (x,y) obtenidos en el paso anterior. El punto en
donde se obtenga el valor mas grande se alcanza un valor maximo de f; en el valor
mas pequefio un valor minimo de f.
La idea del método de los multiplicadores de Lagrange es definir una nueva funcion L, que
considera la informacion de f y g (restriccion) a la vez. De esta forma, los extremos
relativos de f que satisfacen que g(x,y) = 0, son determinados al hallar los extremos

relativos de L, mediante la busqueda de sus puntos criticos (Sequeira y Ramirez, 2022).

Criterio de la segunda derivada

Si la funcion y = f(xy,x,) posee un punto estacionario (xj,x3), fi1(x1,x3) < 0y
fii(x3, x3) fo2 (x5, x3) > (fi2(x3, x5))?, entonces la funcion alcanza un maximo local en
este punto estacionario (Klein, 2014).

Si la funcion y = f(x;,x,) posee un punto estacionario (xj,x3), fi1(x1,x3) > 0y
fi1 (1, x3) fan(x1, x3) > (fi2(x1, x3))?, entonces la funcion alcanza un minimo local en
este punto estacionario (Klein, 2014).

Si las derivadas parciales f;; Y f,, poseen signos opuestos (una es positiva y la otra es

negativa) en un punto estacionario, este se conoce como punto de ensilladura (Klein, 2014).
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De acuerdo con Stewart et al. (2020), si se supone que las derivadas parciales de segundo

orden de f son continuas en un disco de centro (a,b) y fi(a,b) =0y f,(a,b) =0y se

define D = D(a,b) = fux (@,b) fyy (@, b) — [fry(a, b)]z, se tiene que:

o SiD>0Y fix (a,b) > 0, entonces f(a, b) es un valor local minimo.

o SiD>0Y fix (a,b) < 0, entonces f(a, b) es un valor local maximo.

o SiD < 0,entonces (a, b) es un punto de ensilladura.
De acuerdo con Sequeira y Ramirez (2022), si se considera f: A — R una funcion de dos
variables con derivadas parciales de segundo orden continuas en A, con A abierto.
Suponiéndose ademas que P = (x,, o) €S un punto de A tal que Vf(xy, vo) = 0y que el
determinante de la matriz Hessiana Hy(x1y,) se denota de la forma A(P). Entonces, se
cumple que:

o SiA(P) > 0, entonces:

. 02 ;. .
= Sij a—x’;(P) > 0, entonces f alcanza un minimo relativo en P.

. 02 P .
= Sij a—x’; (P) < 0, entonces f alcanza un maximo relativo en P.

o SiA(P) < 0, entonces P no es un extremo relativo de f, ya que es un punto silla.
o Si A(P) = 0, entonces el criterio no define. Es decir, P podria ser un extremo
relativo o no serlo, pero no es posible establecer una conclusion a través de este

criterio.

Criterio del Hessiano orlado

Si se considera el Lagrangiano de una funcion objetivo de n variables sujetas a m
restricciones y el determinante de la matriz Hessiana orlada evaluada en un punto
estacionario determinado tiene el mismo signo que (—1)™y los n — m menores principales
alternan el signo, en este punto estacionario se alcanza un maximo (Klein, 2014).

Si se considera el Lagrangiano de una funcion objetivo de n variables sujetas a m
restricciones y el determinante de la matriz Hessiana orlada evaluada en un punto
estacionario determinado y los n — m menores principales tienen el mismo que (—1)™, en

este punto estacionario se alcanza un minimo (Klein, 2014).
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e Si las condiciones descritas en los dos puntos anteriores no se cumplen para menores
principales no nulos, el punto estacionario no representa un valor minimo ni un valor
méaximo de la funcion (Klein, 2014).

o De acuerdo con Sequeira y Ramirez (2022), si consideran f: A — R una funcion de

n variables tal que todas sus derivadas parciales de segundo orden son continuas en
A, gi:A—- Rconi=1,2,..,mrestricciones (funciones al menos con las primeras
derivadas parciales continuadas) tal que m<n y P un punto critico del
Lagrangiano, se cumple que:

o Si(—1)™4;(P)>0parai=m+1,..,n, entonces en P se alcanza un minimo
relativo de f sujeto a g;(xy, ..., x,) parai =1, ..., m.

o Si (=1)i4;(P) >0 parai=m+1,...,n, entonces en P se alcanza un maximo

relativo de f sujeto a g;(xy, ..., x,) = O parai =1, ..., m.

Finalmente, es necesario sefialar que también se recopilaron caracterizaciones de los
conceptos descritos, asi como definiciones complementarias. Estas pueden ser consultadas en las

fichas bibliograficas que se adjuntan en la seccion de anexos (Anexo 2).
4.2. Anlisis de contenido

En seguida, se realiza un estudio de las definiciones recopiladas en el andlisis conceptual
con la finalidad de identificar aquellas caracterizaciones importantes para el tema de funciones de
varias variables. La informacion se organiza en la estructura conceptual (campo conceptual y

campo procedimental), los sistemas de representacion y el analisis fenomenoldgico.

En la estructura conceptual se sefialan los conceptos y los procedimientos que se relacionan
entre si durante el estudio de la temética. En el segundo organizador, se mencionan las maneras en
que dichos conceptos pueden ser representados y se citan ejemplos. De acuerdo con la informacion
extraida de las fuentes documentales, se describen representaciones numeéricas, algebraicas,
verbales, gréficas, tabulares e icdnicas. Finalmente, en el andlisis fenomenoldgico se enlistan los
fendmenos que permiten mostrar le aplicabilidad en diferentes escenarios de los conceptos

asociados al tema de funciones de varias variables.
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4.2.1. Estructura conceptual

4.2.1.1. Campo conceptual.

En la Tabla 2, se enlistan los conocimientos matematicos asociados al tema de funciones

de varias variables. Adicionalmente, se les clasifica en los niveles: hechos, conceptos y estructuras

conceptuales.

Tabla 2

Campo conceptual del tema funciones de varias variables

Nivel

Conocimiento matematico

Hechos

Términos

Numero real / constante, regla matematica, funcién, tupla, variable,
espacio numeérico, conjunto, dominio, rango / ambito, gréfica, punto,
curva de nivel, curva, limite, ecuacion, diferenciabilidad, vector,
funcion vectorial, vector gradiente, punto critico, extremo local, punto
de ensilladura, extremo absoluto, continuidad, disco, restriccion,
conjunto acotado, conjunto cerrado y conjunto compacto.

Notaciones

9

fifiA S RY = Ry = f( %0 %), 2 = G 9), D, Dy 325 f,
d (d\ 02f 9%z a8\ 0 9%z

(Fdx frx f11s a(g) o2 302 Sy feyr frzs @(g), 3y0x' Tyox

9 (0 0 o o () o 2

(fy)x’ fyxv fa1, ox (Oy)’ 0xdy' dxdy' (fy)y’ fyya faz, oy (ay)’ dy?' ay?’

HL;n 4;, L, Ly, X e, Xpo Ay s A) = f(x1, %2, 00, X)) —
i=1li (gi(xlleI ---;xn) - Ci)'

Convenios

Dado x = (xq,x3,x3,...,X%,), Se utilizan las notaciones z =
f(x1,%2,%x3,...,x,) Y z = f(x), siempre que no haya posibilidad de
confusion.

En el caso de n = 2, se puede escribir z = f(x,y) en lugar de z =
f(xq,x,), mientras que para n = 3 se suele escribir w = f(x,y,z) en
vez de z = f(xq, X2, X3).

El término “proyectadas” significa que cada curva de nivel Cy, la cual
se encuentra a una altura k respecto al plano xy, es trasladada desde
z =k hastaz = 0.
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Nivel

Conocimiento matematico

La derivada parcial de una funcion multivariable con respecto a uno de
sus argumentos se encuentra aplicando las reglas de derivacion en una
variable y tratando todos los otros argumentos de la funcion como
constantes.

Al determinante de la matriz Hessiana, es decir, A(x,y) =
det (H¢(x,y)), se le conoce como el Hessiano de f.

Resultados
El dominio de definicion es el conjunto de los (x,y) € R? tales que
f(x,y) produce valores en R.
Si f es una funcidn de n variables, entonces esta posee n™ derivadas
parciales de orden m, siempre que estas existan.
Si f:R™ = R es una funcion polinomial de grado total m, entonces
todas sus derivadas parciales también son funciones polinomiales vy,
por tanto, las derivadas parciales de orden superior a m + 1 son todas
cero.
Teorema de Schwarz
Sea f: A — R una funcion de dos variables, con A un conjunto abierto.
Mas aln, sea P = (x,,y,) € A un extremo relativo de f. Si f posee
derivadas parciales continuas en A, entonces se cumple que

Z_i(xofJ’o) = %(Xo:yo) = 0.

Si f es una funcion de n variables, se tiene que P = (xq, x5, ..., X,) €S
un punto critico, si Vf(P) = 0.

Si f: A —» R es una funcion de dos variables cuyas derivadas parciales
de orden dos son continuas en un punto (x,,v,) € A, entonces las
derivadas parciales cruzadas f, Y fy, son iguales en (xo,y,). Esto
implica que la matriz Hessiana Hy (xo, yo) €s una matriz simetrica.

En el caso que 4(P) > 0, no puede ocurrir que g (P) =0.

Si A (x) > 0 para cada k = 1,2, ..., n, entonces se dice que Hy(P) es
una matriz definida positiva.

Si (=1)*4,(P) > 0 para cada k = 1,2, ...,n, entonces se dice que
H¢(P) es una matriz definida negativa.

Sea f: A — Runa funcidn de n variables, con A un conjunto compacto.
Entonces f posee un m&ximo y un minimo absolutos en A.

Conceptos

Funcion de varias variables, dominio real de funciones de varias variables,
derivada parcial de primer orden, derivada parcial de segundo orden, regla de
la cadena, extremos locales, punto de ensilladura, extremos absolutos, criterio
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Nivel Conocimiento matematico

de la matriz Hessiana, método de los multiplicadores de Lagrange, criterio de
la segunda derivada y criterio del Hessiano Orlado.

Estructuras | OPtimizacion en varias variables

conceptuales

Nota. Elaboracion propia.

La informacion expuesta en la Tabla 2 permitio establecer conclusiones importantes para
el desarrollo de la propuesta. En primer lugar, hizo posible la identificacion de los conceptos de
menor nivel complejidad (términos), en comparacion a los conceptos asociados a al tema de
funciones de varias variables (conceptos), que la persona estudiante debe de conocer para lograr
un adecuado entendimiento. Asimismo, facilito el reconocimiento de reglas (convenios),
propiedades de los conceptos (resultados) y representaciones (notaciones) por considerar para
lograr una comunicacion adecuada de los conocimientos matematicos. En altimo lugar, sefial6 las
consecuencias de la consideracion de relaciones entre los conceptos y las caracterizaciones de estos

(estructuras conceptuales).
4.2.1.2. Campo procedimental.

En la Tabla 3, se enlistan los procedimientos relacionados con los conocimientos
matematicos asociados al tema funciones de varias variables. Adicionalmente, se les clasifica en
los niveles: destrezas, razonamientos y estrategias.

Tabla 3

Campo procedimental del tema funciones de varias variables

Nivel Procedimiento

Evaluar un punto en el criterio de una funcion de n variables.
Dibujar un boceto del dominio de una funcién de n variables a mano y por

Destrezas . .
medio de un programa computacional.
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Nivel

Procedimiento

Identificar puntos de una funcion de n variables en todas sus
representaciones.

Razonamientos

Encontrar el dominio de una funcién de n variables.

Dibujar un boceto de la grafica de una funcion de 2 variables a mano y por
medio de un programa computacional.

Aproximar puntos de una funcién de n variables a través de su mapa de
contorno.

Dibujar un boceto de las curvas de nivel de una funcion de n variables para
determinados valores de la constante k.

Dibujar un boceto de las curvas de nivel de una funcion de n variables.
Encontrar las derivadas parciales de una funcion de n variables.

Utilizar la regla de la cadena para determinar la derivada parcial de una
funcién de n variables compuestas.

Interpretar geométricamente las derivadas parciales de una funcion de n
variables.

Identificar el vector gradiente de una funcion de n variables.
Identificar puntos criticos de una funcién de n variables.
Identificar los extremos locales de una funcién de n variables.

Utilizar el criterio de la segunda derivada para determinar los extremos
locales de una funcion de n variables, o bien, los puntos de ensilladura.

Identificar extremos absolutos de una funcién.

Identificar los extremos locales de una funcion de n variables sujetas a una
0 varias restricciones por medio del método de los multiplicadores de
Lagrange.

Estrategias

Modelar problemas de contextos reales que involucran funciones
multivariables.
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Nivel Procedimiento

Resolver problemas en contextos reales que involucran funciones de n
variables.

Nota. Elaboracion propia.

La informacion expuesta en la Tabla 3 permitio establecer conclusiones importantes para
el desarrollo de la propuesta. Especificamente, hizo posible la identificacion de procedimientos
que se deben emplear para la resolucion de problemas sobre los conocimientos matematicos
asociados al tema de funciones de varias variables. Estos se agruparon de acuerdo con la demanda
cognitiva que suponen para la persona estudiante; lo cual facilito la seleccion de tareas matematicas
escolares que conforman el proyecto, de manera que el nivel de complejidad de la asignacion sea

apropiado.
4.2.2. Sistemas de representacion

En la Tabla 4, se enlistan los sistemas de representacion (numeéricas, algebraicas, verbales,
gréficas, tabulares e icdnicas) relacionados con los conocimientos matematicos asociados al tema
de funciones de varias variables. Adicionalmente, se cita al menos una ejemplificacion de cada

representacion.

Tabla 4

Sistemas de representacion de los conocimientos matematicos asociados al tema de funciones de
varias variables

Representacion Ejemplificacion
n-tuplas
o (1,2),conn =2
Numerica (1,2,3),conn =3

fiA—> R, conz = f(xq,x,,..,x,) (funcidén de n variables)

Algebraica f:R? > R, con P(L,K) = 1.01L%75K %25 (funcién de Cobb-Douglas)
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Representacion

Ejemplificacion

Verbal

Los datos de una encuesta a un gran nimero de personas permiten a
profesionales en economia examinar las posibles determinantes de los
salarios de estas. La economia laboral sugiere que el salario de una persona
depende de diversos factores, por ejemplo, la educacion, el desarrollo
profesional en capacitaciones y los afios de experiencia en el trabajo. Sin
embargo, por medio del instrumento de medicion se busca determinar si
existe discriminacion de acuerdo con factores como el sexo y la raza,
manteniendo constante el efecto de los otros factores en el salario final
(interpretacion de la derivada parcial de una funcion como razon de
cambio).

Grafica

A continuacion, se muestra una representacion grafica de la funcion de
produccién Cobb-Douglas.

Tabular

Los economistas Charles Cobb y Paul Douglas utilizaron informacién
publicada por el gobierno de los Estados Unidos para crear la tabla de datos
que les permitié modelizar el crecimiento de la economia en el periodo
1899-1920. A continuacidn, se presenta una porcién de dicha tabla.

Valor del equipo

Valor de la Horas de trabajo .
utilizado

ARNo -,
produccion por persona

100
1899 100 100

107
1900 101 105

114
1901 112 110

Iconica

A continuacion, se presenta una representacion iconica de la aplicacion de
mapas de contorno, especificamente mostrando el mapa global de la
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Representacion Ejemplificacion

temperatura promedio cerca del nivel del mar en el mes de julio (°F).

0
i

0
Longitude

Nota. Elaboracion propia.

La informacion expuesta en la Tabla 4 permitio establecer conclusiones importantes para
el desarrollo de la propuesta. Especificamente, hizo posible la identificacion de los convenios
matematicos que existen para representar los conocimientos matematicos asociados al tema de
funciones de varias variables. Lo cual facilité la seleccion de diferentes maneras de representarlos,
que fueron tomados en consideracion durante la elaboracion del proyecto, con la finalidad de que

la persona estudiante alcanzara un mejor entendimiento de estos.
4.2.3. Andlisis fenomenologico

A continuacién, se enlistan los fendmenos relacionados con los conocimientos
matematicos asociados al tema de funciones de varias variables. Es decir, se describen las
situaciones que pueden ser utilizadas para mostrar al estudiantado la aplicabilidad de estos en el
ambito cientifico y profesional. No obstante, es importante sefialar que para el desarrollo de la
propuesta de proyecto Unicamente se tomaron en consideracion las situaciones que se sitlan en

contextos econdmicos.

e Maximizacion del beneficio total de una empresa monopolista que ofrece sus servicios a
diferentes grupos de consumidores (al mismo precio y a diferentes precios).
e Maximizacion del beneficio total de una empresa monopolista de acuerdo con la cantidad

de dinero invertido en publicidad.
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Maximizar el beneficio total de una empresa de acuerdo con la cantidad de dinero que tanto
esta como sus rivales invierten en publicidad.

Maximizar los ingresos de un gobierno de acuerdo con los niveles de inflacion.
Maximizar los ingresos de un gobierno de acuerdo con la cantidad de impuestos.
Maximizar la remuneracion econdémica de una persona de acuerdo con su nivel de
educacion y la cantidad de afios de experiencia laboral.

Maximizar la produccion de una empresa de acuerdo con la cantidad de horas de trabajo
por persona y de capital invertido en el equipo (materiales, maquinaria e instalaciones).
Maximizar el beneficio total de una empresa de acuerdo con la cantidad de ventas por
region.

Maximizar la produccién total de una empresa de acuerdo con la capacidad de produccion
de cada una de sus plantas.

Maximizar la productividad de una persona de acuerdo con la cantidad de horas de trabajo
y de ocio.

Maximizar la cantidad de productos que se pueden adquirir de acuerdo con un presupuesto
dado.

Minimizar el costo final de un proceso determinado para una empresa mediante la
identificacion de condiciones optimas.

Minimizar la cantidad de materiales requeridos para la elaboracién de un objeto (figura
geométrica 2D o 3D) mediante la identificacion de las dimensiones Optimas de este.
Identificar zonas con alturas extremas en formas de relieve.

Disefar la estructura de edificios de manera que se alcance a mantener una temperatura

especifica.

4.3. Anélisis cognitivo

En el presente apartado, se realiza un estudio de los objetivos de la ensefianza a estudiantes

de la carrera Bachillerato en Economia de los conocimientos matematicos asociados al tema de

funciones de varias variables. Lo anterior con la finalidad de delimitar el abordaje de estos en el

curso MATO050 Calculo Il para Economia. Asimismo, se desarrolla una descripcion de las posibles

limitaciones de acuerdo con las habilidades alcanzadas por el estudiantado hasta el momento.
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De modo que, se adecuan algunas de las oportunidades de aprendizaje (tareas matematicas
escolares), presentes en las fuentes documentales consultadas, tomando en consideracion la
informacion que se menciond previamente. Es decir, para la elaboracion de este apartado se
analizaron los documentos (libros de texto y material de apoyo del profesorado) sefialados en el
analisis conceptual, asi como la carta a la persona estudiante del curso MAT050 Calculo Il para

Economia del periodo I ciclo 2022.
4.3.1. Expectativas de aprendizaje

A continuacidn, se sefialan los objetivos de la ensefianza de los conocimientos matematicos
asociados al tema de funciones de varias variables a estudiantes de la carrera Bachillerato en
Economia. Lo anterior se establece de acuerdo con lo mencionado en la carta a la persona

estudiante del curso MATO050 Calculo Il para Economia.

e Conocer los cocimientos matematicos asociados al célculo en varias variables.
e Aplicar los conocimientos matematicos asociados al calculo en varias variables en la
resolucion de problemas econémicos.

e Plantear problemas de optimizacion haciendo utilizacion de funciones de varias variables.
4.3.2. Limitaciones en el aprendizaje

A continuacion, se sefialan las posibles limitaciones que se pueden presentar en la
ensefianza y el aprendizaje de los conocimientos matematicos asociados al tema de funciones de
varias variables. Las anteriores se establecen tomando en consideracion la opinion de docentes de
la Escuela de Matematica y de la Escuela de Economia de la UNA, y se fundamentan en el no
alcance, al menos de manera satisfactoria, de las competencias matematicas que se espera la
poblacién haya desarrollado hasta el momento. Para ello, se les clasifica segun el area tematica en:

algebra, célculo y geometria.
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Tabla b

Competencias matematicas no alcanzadas satisfactoriamente segun area temética

Area Competencias matematicas no alcanzadas satisfactoriamente
tematica

Factorizar expresiones algebraicas haciendo uso de diversos métodos.
Simplificar expresiones algebraicas haciendo uso de diversos métodos.
Aplicar conocimientos basicos de los nimeros reales en la resolucién de
ecuaciones.

Conocer las funciones exponencial y logaritmica, asi como las propiedades y
aplicaciones de estas.

Algebra

Comprender el conocimiento matematico de limite de funciones reales en una
variable real.

Calcular correctamente limites de funciones reales en una variable real.

Comprender el conocimiento matematico de derivada de una funcion real en
una variable real.

Calculo
Resolver problemas que involucren el célculo de derivadas de funciones reales

en una variable real.

Aplicar los criterios de segunda derivada y n-ésima derivada para determinar
valores extremos de funciones reales en una variable real.

Resolver problemas que requieran optimizar funciones reales.

Aplicar conocimientos basicos de la geometria analitica del plano en la

Geometria -
solucion de problemas.

Nota. Elaboracion propia.

4.3.3. Oportunidades de aprendizaje

A continuacién, se enlistan las tareas matematicas escolares extraidas y adecuadas de las

fuentes documentales consultadas. Es decir, de los libros de texto descritos en el analisis
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documental y del material de apoyo utilizado por el profesorado en el curso MATO050 Célculo Il
para Economia. Las modificaciones corresponden a las respectivas traducciones al idioma espariol
y la organizacion de estas de modo que estas sigan un ordenamiento légico. Adicionalmente, estas

se organizan, en caso de ser necesario, de acuerdo con el contexto econémico en el que se sitden.
Modelo Cobb — Douglas.

En el afio 1928, los economistas Charles Wiggins Cobb (1875 — 1949) y Paul Howard
Douglas (1892 — 1976) presentaron los resultados de un estudio a traves del cual modelizaron el
crecimiento de la economia estadunidense en el periodo 1899 — 1922. En este se buscé establecer
un enfoque simplificado de la economia en el que la produccién (el costo monetario de todos los
productos que se producen en un afio) era determinada por la cantidad de trabajo (el nimero total
de horas trabajadas por persona en un afo) y el capital invertido (el costo monetario de la
maquinaria, el equipo y los edificios utilizados).

El modelo, al que actualmente se le denomina funcién de produccién Cobb — Douglas,
demostro alcanzar un alto nivel de precision. Lo anterior pese a ser evidente que otros factores,
distintos a la cantidad de trabajo y el capital invertido, también influian en el desarrollo econémico
del pais. Este viene dado por la funcién de varias variables:

P(L,K) = LK%, (*)
En donde P se refiere a la produccién, L a la cantidad de trabajo y K al capital invertido.

La informacidn que se presenta en la Tabla 7 es derivada de datos publicados por el
gobierno de los Estados Unidos. Para la elaboracion de la tabla los economistas tomaron como
base el afio 1899y, por ende, a las variables P, L y K de este se les asigné el valor de 100. Mientras
que los valores para las variables de los otros afios se expresaron como porcentajes de los valores
de 1899.
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Tabla 6

Produccién, cantidad de trabajo y capital invertido en el periodo 1899 - 1922

Afio P

1899 100 100 100
1900 101 105 107
1901 112 110 114
1902 122 117 122
1903 124 122 131
1904 122 121 138
1905 143 125 149
1906 152 134 163
1907 151 140 176
1908 126 123 185
1909 155 143 198
1910 159 147 208
1911 153 148 216
1912 177 155 226
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Afio I L K

1913 184 156 236
1914 169 152 244
1915 189 156 266
1916 225 183 298
1917 227 198 335
1918 223 201 366
1919 218 196 387
1920 231 194 407
1921 179 146 417
1922 240 161 431

Nota. Tomado de Stewart et al. (2020).
Si se consideran variables x y y tales que x = In (%) yy=lIn (g) la funcién (*) puede
expresarse de la forma In (g) = Inb + aln (%) Es decir, es posible representar (*) como la

ecuacion lineal y = ax + Inb.

(Tarea matematica escolar #1) Utilice la informacion de la Tabla 7 para crear una nueva
tabla de valores para las variables x y y en el periodo 1899 — 1922. De acuerdo con la informacion

obtenida, considere el método de minimos cuadrados para encontrar la recta de regresion lineal
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que pasa por los puntos (x,y) vy, de esta manera, expresar la funcion de produccion de Cobb —
Douglas de la forma P = 1.01L%7°K 025,

.. . . . , OP . - g
Asimismo, se tiene que la derivada parcial -, representa la razon en que la produccion
cambia en relacién con la cantidad de trabajo y se le denomina productividad marginal del trabajo.
. P . - . . . -
De manera analoga, Y recibe el nombre de productividad marginal del capital. A continuacion, se

utilizan estas derivadas parciales para demostrar como (*) se deriva de las siguientes suposiciones

que Cobb y Douglas establecieron en relacion con la economia.

e Silacantidad de trabajo o el capital invertido desaparecen, entonces la produccion también
desaparecera.

e La productividad marginal del trabajo es proporcional a la cantidad de produccion por
unidad de trabajo (P/L).

e La productividad marginal del capital es proporcional a la cantidad de produccién por
unidad de capital (P/K).

" . : . apP
(Tarea matematica escolar #2) Si la segunda afirmacion se expresa de la manera =4

con a constante y K se mantiene constante (K = K,), esta ecuacion diferencial parcial se convierte
. . . . . dp P .. . .
en una ecuacion diferencial ordinaria o= aT Resuelva esta ecuacion diferencial separable para

probar que P(L,K,) = C,(K,)L*, en donde C; se escribe C, (K,) porque puede depender del valor
de K,. De manera similar, compruebe que si L se mantiene constante (L = L,) entonces P(L,K) =
C,(Lo)KP. Concluya que P(L,K) = bL*K#? donde b es una constante independiente de L y K.
Cobb y Douglas asumieron que « + 8 = 1, de manera que obtuvieron la ecuacion (*). En este
caso, si la cantidad de trabajo y el capital invertido incrementan por un factor m, ¢por cuél factor

incrementa la produccion?

(Tarea matematica escolar #3) Los economistas utilizaron la funcién P(L,K) =
1.01L%75K %25 para modelar la economia estadounidense en el periodo 1899 — 1922. Encuentre la

productividad marginal del trabajo y la productividad marginal del capital del afio 1920 (L = 194,
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K = 407) e interprete los resultados. En este afo, ¢qué hubiese beneficiado mas a la produccion,

un aumento en la cantidad de trabajo o en el capital invertido?

(Tarea matematica escolar #4) Tomando en consideracion (*) tal que b y a son constantes
positivas y a < 1, suponga que m es el costo de unidad de trabajo, n es el costo de unidad de

capital y p es la cantidad de ddlares que la compafiia tiene presupuestado gastar.

1. Maximice la produccion P sujeta a la restriccion mL + nK = p.

(1-a)p

2. Demuestre que la produccion maxima se obtiene cuando L = ‘:n—p YK = ~

3. Suponga que la produccion se expresa de la forma hL4K1~% = Q en donde Q es constante.

¢Cudles son los valores de L y K que minimizan la funcion del costo C(L, K) = mL + nK.
Presupuesto de publicidad para una empresa no monopolista.

Los beneficios de dos empresas fabricantes de cigarrillos, Cambells (C) y Marlbury (M),
dependen de los presupuestos publicitarios de las propias empresas y de los presupuestos

publicitarios de sus respectivos rivales de la siguiente manera:
Il = 10004, — A% — A%,
Iy = 10004, — AyAc — A%

En estas ecuaciones, 11 y A representan los beneficios y el presupuesto de publicidad de
Cambells, asi como IT,, y A, representan los beneficios y el presupuesto de publicidad de

Marlbury.

e (Tarea matematica escolar #5) Suponga, inicialmente, que cada empresa toma el
presupuesto de publicidad de su rival como un parametro exdgeno. Encuentre el
presupuesto de publicidad 6ptimo para cada empresa. Ademas, encuentre los
beneficios de cada una. Demuestre que este nivel representa los beneficios maximos.

e (Tarea matematica escolar #6) Suponga que las empresas se fusionan y, aunque se
mantienen las marcas separadas, las personas a cargo de la unién seleccionan un A; y

Ay con el fin de maximizar I1 = Il + I1,,. Determine A. y Ay ¢Los beneficios son
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mayores previo o luego de la union? (En lugar de resolver para I1, identifique si A; y
A,, difieren de los resultados difieren de los encontrados en el primer punto. Si esto
sucede, ¢qué implica?).

(Tarea matematica escolar #7) Las personas encargadas de la nueva empresa derivada
de la unidn deben decidir si mantener las marcas separadas y productos diferenciados
(lo cual implica dos campanas de publicidad diferentes) o mantener solo una marca. Si
esta mantiene Unicamente una de las marcas, no hay diferencia en la publicidad. Lo
anterior ya que la funcién de beneficios, 11, es la suma de los beneficios de las funciones
dadas inicialmentey A = A, = Ay;. ¢Qué sucede si P representa la no diferenciacion
de los productos A = A = Ay? ¢Cual estrategia lleva a la empresa a obtener mayores

beneficios?
Minimizacidn del costo de produccién de empresas.

(Tarea matematica escolar #8) Tres generadores producen x, y, z Megawatts,
respectivamente. El costo de produccion para cada uno de los generadoreses ¢; = x +
0.0625x2, ¢, =y + 0.0125y? y ¢3 = z + 0.0250z2, respectivamente. Si entre los
tres deben producir 952 Megawatts, determine la produccién de cada uno que
minimiza el costo total.

(Tarea matematica escolar #9) Sea w := (w;,w,) € R? un vector de precios.
Considera la funcion de costo C (x4, x3) = w;ix; + wyx, donde x;, x, SOn suministros
para la produccion, con la restriccion Ax%x2 = y, donde y son las unidades que se
quiere producir, y a + b = 1. Determine el costo minimo en funciéonde wy y.

(Tarea matematica escolar #10) Sea w := (w;,w,) € R? un vector de precios.
Considera la funcion de costo C (x4, x3) = w;ix; + wyx, donde x;, x, SOn suministros
para la produccion, con la restriccion x? + xJ = yP, donde y son las unidades que se

quiere producir, y p > 0. Determine el costo minimo.
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Maximizacion del beneficio de una empresa.

(Tarea matemaética escolar #11) Una empresa fabrica un producto en dos lugares. El costo
de produccién de x; unidades en el primero es C; = 0.02x# + 4x; + 700, y el costo de produccion
de x, unidades en el segundo es de C, = 0.05x3 + 4x,350. Si el producto se vende a 20 délares
la unidad, determine la cantidad de producto que debe hacerse en cada lugar para maximizar el
beneficio P = 20(x; + x,) — C; — C,.

Maximizacion de la utilidad en la produccién de una empresa.

(Tarea matematica escolar #12) Sea p := (p;,p,) € R? un vector de precios. Considera la
funcion de utilidad U (x4, x,) == x%x2 donde x;, x, son unidades de produccion, con la restriccion

p1X; + pyx, = m, donde a + b = 1. Determine la utilidad maxima.

4.4. Andlisis de instruccién

En este apartado, se detallan y describen las tareas matematicas escolares que pueden
integrarse en las actividades de ensefianza-aprendizaje, con el propdsito de alcanzar los resultados
de aprendizaje deseados del tema de funciones de varias variables para el curso de Calculo 1l para

Economia.

En particular, esta seccion se fundamenta en una propuesta de proyecto que organiza todas
las tareas matematicas escolares identificadas en al apartado anterior, siguiendo el orden
correspondiente para el estudio de los contenidos del curso. Ademas de las tareas, la propuesta
incluye soluciones sugeridas para cada una de ellas, asi como recomendaciones dirigidas al

profesorado que considere apropiado implementarlas.

Es importante sefialar que el profesorado es el Unico conocedor real de las sesiones de
trabajo disponibles para el estudio de los contenidos y la adecuada distribucion de estas en funcién
de las necesidades de la poblacion estudiantil. Por este motivo, con el fin de no interferir con el

tiempo que ellos disponen, se propone esta actividad como un componente extracurricular.
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4.4.1. Propuesta de proyecto

A continuacién, como se menciono anteriormente, se presenta la propuesta de proyecto que
organiza las tareas matematicas escolares identificadas en el orden correspondiente al estudio de
los contenidos en el curso. Asimismo, se incluye una propuesta de solucion para dichas tareas, que

puede ser utilizada como referencia en caso de ser necesario.

Adicionalmente, se adjuntan algunas recomendaciones que el profesorado puede tener en
cuenta para lograr un desarrollo éptimo de la asignatura durante el curso. Estas pueden ser
adaptadas segun las necesidades especificas de la poblacion estudiantil a su cargo.

MATO050 Célculo Il para Economia Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

| Proyecto, I ciclo 2024 Puntaje total: 64 puntos

Indicaciones generales. Lea cuidadosamente todo el proyecto antes de iniciar a resolverlo.
Las tareas deben resolverse a mano en hojas blancas debidamente grapadas, de forma clara y
ordenada. Solamente se revisaran las soluciones que se encuentren en las hojas blancas grapadas.
No se aceptaran hojas adicionales (sueltas). Utilice Gnicamente boligrafo azul o negro. Si hay
partes escritas con lapiz o lapicero de tinta diferente de azul y negro, o bien, con corrector, se
pierde el derecho a reclamar cuando se entreguen los resultados. Para cada una de las tareas, debe
aparecer todo el procedimiento que justifique correctamente la respuesta. El proyecto debe

resolverse en grupos de dos o tres estudiantes.

Fecha de entrega. Por coordinar con el profesorado a cargo.

Recomendaciones para docentes

1. Sesugiere dar al estudiantado un plazo minimo de 21 dias naturales para la realizacién del
proyecto, estableciendo una fecha de entrega que le permita recibir retroalimentacion antes
de la aplicacion del I Parcial.

2. Para maximizar la comprension de las responsabilidades asignadas, se aconseja realizar

una lectura inicial completa del documento tan pronto como sea entregado a las y los
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estudiantes. Esto les permitira dimensionar las tareas y tomar las medidas necesarias para
garantizar su finalizacion oportuna. Entre estas medidas se incluyen la formacion de grupos
de trabajo (no se aconseja la resolucion individual, salvo casos debidamente justificados),
la distribucidn de tareas, el establecimiento de fechas para revisar las soluciones propuestas
antes de la entrega conjunta, y una planificacion adecuada para la utilizacion de los
espacios destinados a la atencién de dudas por parte del profesorado, entre otras.

Se recomienda retomar la lectura del documento, al menos de los problemas respectivos,
al concluir el estudio de los contenidos correspondientes en clase. Se sugiere abordar las
dudas de manera grupal durante las sesiones, a menos que interrumpan el desarrollo de los
contenidos programados.

Para facilitar un mejor entendimiento, se aconseja que el estudiantado busque recursos
adicionales a los proporcionados en clase, y se sugiere al profesorado acompanar este
proceso de estudio.

Se propone llevar a cabo una revision oral de las soluciones planteadas, cuestionando los
argumentos presentados, al menos un problema por grupo, con la seleccion aleatoria de la
persona encargada de defender los argumentos.

La evaluacion de las soluciones y la asignaciéon de puntos deben ajustarse a los criterios
establecidos por la catedra para la revision de los parciales.

Para asegurar un acompafiamiento consistente, se recomienda que todas las personas

docentes que imparten el curso brinden un apoyo similar a lo largo de todo el proceso.

Introduccion del proyecto

La presente actividad tiene como objetivo principal introducir al estudiantado al curso

MATO050 Célculo Il para Economia, enfocandose en el anélisis, interpretacion y resolucion de

problemas de optimizacion contextualizados en situaciones econdémicas. De manera especifica, se

busca que las personas estudiantes desarrollen diversas tareas que requieren la aplicacion de los

conceptos estudiados en la asignatura dentro de contextos practicos. Ademas, esta actividad

pretende servir como un estimulo motivacional, buscando despertar el interés en el analisis

matematico.
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A continuacion, se proporciona la contextualizacion de los problemas que se abordaran en

el proyecto, junto con una descripcion detallada de cada uno de estos.
Contextualizacion del proyecto

En 1928, los economistas Charles Wiggins Cobb (1875-1949) y Paul Howard Douglas
(1892-1976) introdujeron la funcion de produccion Cobb-Douglas como parte de sus
investigaciones sobre la elasticidad de la oferta de trabajo y capital, asi como la influencia de estos
factores en la produccion. Su objetivo principal fue establecer un enfoque simplificado que
facilitara la estimacion de la produccion a traves de la combinacion de trabajo y capital. La funcién
fue desarrollada utilizando datos de Estados Unidos recopilados entre 1899 y 1922, permitiendo

asi modelar el crecimiento econdémico del pais durante ese periodo.

Aunque el modelo inicial enfrentd criticas considerables por parte de la comunidad de
economistas, con el tiempo demostro ser preciso en sus estimaciones. Esto a pesar de reconocerse
que hay otros factores, distintos al trabajo y al capital, que también influyen en la produccion. La
funcién de produccion Cobb-Douglas sigue siendo considerada en la mayoria de los analisis del
crecimiento econdmico en diversos contextos, destacando su perdurabilidad y relevancia a lo largo

del tiempo.
El modelo se describe mediante la siguiente funcion de dos variables:
P(LLK)=b-L%- K<

En esta expresion, P se representa la produccidn, que se refiere al costo monetario de los
productos confeccionados en un afio. L corresponde al trabajo, medido en la cantidad de horas
trabajadas por una persona en un afio para la confeccién de un producto, y K representa el capital,
que refleja el costo monetario del equipo y la infraestructura necesarios para confeccionar del

producto. Las variables b y a se mantienen constantes.

La informacion proporcionada en la Tabla 7 proviene de datos publicados por el gobierno

de los Estados Unidos. Para su elaboracion, los economistas tomaron como referencia el afio 1899,
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asignando a las variables P, L y K de ese afio el valor de 100. Los valores de las variables de los

afios siguientes se expresaron como porcentajes de los valores correspondientes a 1899.

Tabla 7

Produccion, trabajo y capital en el periodo 1899-1922

ARo Produccion Trabajo Capital
1899 100 100 100
1900 101 105 107
1901 112 110 114
1902 122 118 122
1903 124 123 131
1904 122 116 138
1905 143 125 149
1906 152 133 163
1907 151 138 176
1908 126 121 185
1909 155 140 198
1910 159 144 208
1911 153 145 216
1912 177 152 226
1913 184 154 236
1914 169 149 244
1915 189 154 266
1916 225 182 298
1917 227 196 335
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ARo Produccion Trabajo Capital

1918 223 200 366
1919 218 193 387
1920 231 193 407
1921 179 147 417
1922 240 161 431

Nota. Elaboracidn propia con base en Stewart et al. (2020).

. : . 9P , . L

Finalmente, la derivada parcial 5[ epresenta la razon de cambio de la produccién en

relacion con la cantidad de trabajo y se conoce como la “productividad marginal del trabajo”. De
, . . , 0P . . . -, -,

manera analoga, la derivada parcial oK describe la razén de cambio de la produccion en relacion

con la cantidad de capital, recibiendo el nombre de “productividad marginal del capital”. Estas
derivadas parciales pueden utilizarse para demostrar que la funcion P(L,K) = b - L% - K17% se

deriva de las siguientes suposiciones establecidas por Cobb y Douglas con respecto a la economia.

I. Si la cantidad de trabajo o capital desaparece, entonces la produccién también
desaparecera.

Il.  La productividad marginal del trabajo es proporcional a la cantidad de produccion por
unidad de trabajo (g)
I1l.  La productividad marginal del capital es proporcional a la cantidad de produccion por

unidad de capital (g)

Detalles de los problemas

1. (5 puntos) Suponga que en una empresa la produccion anual P (medida en millones de
dolares) ha sido modelada a través de la funcion de produccién de Cobb-Douglas

P(L,K) = 1,47 - L% - K%35 En esta expresion, L corresponde al trabajo (medido en
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miles de horas) y K representa el capital invertido (medido en millones de ddlares).
Encuentre el valor de P(120,20) e interprételo.
Solucion propuesta
Para calcular el valor de P(120, 20), es necesario reemplazar los valores de Ly K
por 120 y 20, respectivamente. Al realizar esta operacion, se obtiene el siguiente
resultado:
P(120,20) = 1,47 - (120%6%) - (20°3%) ~ 94, 22.
Esto indica que, la produccion anual de la empresa alcanza, aproximadamente,
94,22 millones de délares, considerando 120 mil horas de trabajo y 20 millones

de dolares invertidos en el equipo y la infraestructura empresarial.

2. Al considerar las variables x = In (%) e y=In (g) la funcion de Cobb-Douglas

P(L,K) = b-L* - KB puede expresarse como In (%) =In(b) +a-Iln (%) En otras
palabras, es posible reformularla como la ecuacion lineal y = a - x + In(b).
a. (5 puntos) Realice una tabla adicional que abarque el periodo 1899-1922,
incluyendo tanto las variables x e y como la informacidn proporcionada en la Tabla
7.
Recomendaciones para docentes
1. Se recomienda motivar al estudiantado a llevar a cabo los célculos
necesarios para la elaboracion de la tabla utilizando herramientas como
Microsoft Excel o RStudio.

Solucion propuesta

Tabla 8

Valores x y y para el periodo 1899-1922

ARno x y

1899 0,00 0,00
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Afo

1900

1901

1902

1903

1904

1905

1906

1907

1908

1909

1910

1911

1912

1913

1914

-0,02

-0,04

-0,03

-0,06

-0,17

-0,18

-0,20

-0,24

-0,42

-0,35

-0,37

-0,40

-0,40

-0,43

-0,49

-0,06

-0,02

0,00

-0,05

-0,12

-0,04

-0,07

-0,15

-0,38

-0,24

-0,27

-0,34

-0,24

-0,25

-0,37
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Afo X y

1915 -0,55 -0,34
1916 -0,49 -0,28
1917 -0,54 -0,39
1918 -0,60 -0,50
1919 -0,70 -0,57
1920 -0,75 -0,57
1921 -1,04 -0,85
1922 -0,98 -0,59

Nota. Elaboracion propia.

(15 puntos) Emplee el método de minimos cuadrados para determinar la recta de
regresion lineal que se ajusta a los puntos (x, y). Lo anterior con el fin de expresar
la ecuacion P(L,K) =b-L%-K# de la forma P(L,K) =1,01-L%75. K925
Recuerde: ElI método de minimos cuadrados se utiliza cuando se tiene evidencia
para creer que la relacion de dos variables, x y y, puede aproximarse por medio
de una ecuacion lineal y = m - x + b. Este método supone que, para un conjunto
de puntos (xq1,y1), (xX2,¥2), ..., (X, ¥,), la solucion del siguiente sistema de
ecuaciones permite determinar los valores de las variables m y b de dicha

ecuacion:

86



Recomendaciones para docentes

1. Sesugiere llevar a cabo una lluvia de ideas, que no exceda los 5 minutos,
acerca del método de minimos cuadrados. Asimismo, se puede
recomendar algin material de referencia que el estudiantado pueda
consultar en caso de tener dudas.

2. Es recomendable incentivar al estudiantado a realizar los calculos
necesarios mediante el uso de herramientas como Microsoft Excel o
RStudio, aprovechando los resultados obtenidos en el ejercicio previo.

3. Se sugiere motivar al estudiantado a crear visualizaciones basicas de los
resultados obtenidos en caso de haber utilizado alguna herramienta
tecnoldgica.

Solucién propuesta

Tomando en consideracion los valores obtenidos para las variables, x e y, en la
Tabla 8 y llevar a cabo los célculos correspondientes de las sumatorias respectivas,
se llega al siguiente sistema de ecuaciones:

{m- (=9,45) + b- 24 = —6, 70,
.m-5,64+b-(—9,45) = 4,07

Al resolver este sistema de ecuaciones se obtienen los valores aproximados de 0, 75
y 0,01 para m y b, respectivamente. Por lo tanto, la ecuacion de la recta de
regresion lineal que mejor se ajusta a los puntos (x,y)esy =0,75-x + 0,01.

. . L P . .
Si se define x=1In (E) e y=1In (E) y se utilizan las propiedades de
exponenciacion y logaritmos, se tiene que:

y=075-x+0,01
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=1 (P)—075 l (L>+001
—nK_ ) nK )

P L
= E — eO 75 ln(?) eo 01
P L
= E — eO,75-ln(?) . 80'01
P 1075
= =101 ()
_F 1,01 L\*7
=5 =101 (g)

=P=1,01-1L%5- K%2?5,
En consecuencia, es posible concluir que la ecuacion P(L,K) = b - L* - K puede
expresarse de la forma P(L,K) = 1,01 - L®75K%25,

. . aP P
3. (15 puntos) La suposicion Il de los economistas puede ser expresada como Lo AT

manteniendo constantes los valores de a y K. Investigue métodos para resolver ecuaciones
diferenciales separables y demuestre que P(L, K) = C{(K) - L*, donde C; se denota como
C;1(K) con el fin de indicar que depende del valor de K. De manera similar, pruebe, a partir
de la suposicion 11, que P(L, K) = C,(L) - KP cuando L se mantiene constante. Concluya
que P(L,K) = b - L% - KP con b una constante independiente de L y K.
Recomendaciones para docentes
1. Se recomienda proporcionar al estudiantado sugerencias de material de referencia
adicional, como libros o videos, que complementen las notas del curso en el tema
de ecuaciones diferenciales separables.
Solucién propuesta
En primer lugar, se supone que K es constante, y se tiene que P(L, K) = u(L). Siguiendo

esta premisa, se obtiene que:

JoP P
ET AR

du u
TR
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=>In(u) =a-(In(L) +C)
= eln(u) — ea-ln(L)+C

= u = e . g

>u=L* C(K).
Asi, se ha demostrado que cuando K es constante, P(L,K) = u(L) = C,(K) - L*.

Anélogamente, si se considera L constante, se sigue que P(L, K) = v(K). De este modo:
apP P

= In(w) = B+ (In(K) + C)
= eln(v) — eﬂ-ln(K)+C

m(K)f . ,c

Sv=e
=>v=KF C(L).
Por lo tanto, cuando L es constante, P(L, K) = v(K) = C,(L) - K.

e

De acuerdo con ambos resultados obtenidos, se tiene que la funcion P(L,K) puede
expresarse como el producto de una funcion que Unicamente depende de L y una que solo
depende de K. Asi, P(L, K) puede escribirse de la forma P(L,K) = C,(K) - L* - C5(L) -
KB. Al definir b = €,(K) - C,(L), P(L, K) puede escribirse como P(L,K) = b - L* - K#
con b una constante independiente de Ly K.

(5 puntos) Los economistas asumieron, para la ecuacion P(L,K) = b-L* - Kf, que a +
B = 1, de modo que obtuvieron la ecuacion P(L,K) = b - L* - K1~%_ En este caso, si tanto

la cantidad de trabajo (L) como la cantidad de capital invertido (K) incrementan por factor
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m (resultando en m-L y m- K respectivamente), ¢cuél seria el incremento en la
produccion?
Solucion propuesta
Si L'y K incrementan por un factor m, se puede observar lo siguiente:
b(m-L)*(m-K)™¢
= b,ma,La,ml—a,Kl—a
= b_ma_La_ml—a_Kl—a
=>m-b-L% K¢
=>m- P(L,K).

Esto implica que la produccion P también incrementaria por un factor m, es decir, m - P.
(10 puntos) Los economistas utilizaron la ecuacion P(L,K) = 1,01 - L%75 - K%25 para
modelar el desarrollo econémico de Estados Unidos en el periodo 1899-1922. Encuentre
la productividad marginal del trabajo y la productividad marginal del capital del afio 1920
(L =194 y K =407). Interprete los resultados obtenidos. En este afio, ¢qué habria
beneficiado méas a la produccién, un aumento en la cantidad de trabajo o en el capital
invertido?
Solucién propuesta

En primer lugar, la productividad marginal del trabajo se define como Z—:. De modo que, se

tiene el siguiente resultado al realizar el calculo respectivo:

aP
JaL

a
— a (1’ 01 - L0,75 . KO,ZS)

=1,01-0,75- L7%%5 . K025,
Asi, con el fin de encontrar la productividad marginal del trabajo para el afio 1920, se
sustituyen los valores de L y K por 194 y 407, respectivamente.
1,01-0,75 - (194)7925 . (407)%2>
~ 0,91.
Esto significa que, en el afio 1920, un aumento marginal en la cantidad de trabajo (L)

implicaria un incremento aproximado de 0,91 en la produccion de la empresa.
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Por otra parte, la productividad marginal del capital se define como Z—I};. De modo que, se

tiene el siguiente resultado al realizar el calculo respectivo:

apP
JdK

— % (1’ 01 - L0,75 . KO,ZS)

=1,01-0,25-L%75- K075,
Asi, con el fin de encontrar la productividad marginal del capital para el afio 1920, se
sustituyen los valores de L'y K por 194 y 407, respectivamente.
1,01:0,75-(194)%75 - (407)7 %75
~ 0,43.
Esto significa que, en el afio 1920, un aumento marginal en la cantidad de capital (K)
implicaria un incremento aproximado de 0,43 en la produccion de la empresa.
En conclusion, en el afio 1920, un aumento en la cantidad de trabajo habria beneficiado
mas a la produccion de la empresa.
Considere la ecuacion P(L,K) = b - L* - K~%, donde a y b son constantes positivas con
0 < a < 1. Ademas, suponga que m representa el costo de unidad de trabajo, n es el costo
de unidad de capital invertido, y p indica la cantidad de do6lares que se tiene presupuestado
gastar.

a. (7 puntos) Demuestre que la produccion maxima, la cual esta sujeta a la restriccion

(1-a)p

m-L+n-K=p,sealcanzacuandoL=%yK= —

Recomendaciones para docentes
1. Se recomienda brindar un acompafiamiento oportuno al estudiantado, tanto

en el desarrollo algebraico como en la comprension de las suposiciones
planteadas durante el proceso. Esto se puede lograr asignando valores
especificos a los pardmetros al entregar las tareas, lo que simplificara los
procedimientos algebraicos.

Solucion propuesta

Dada la funcion de Lagrange £(L, K, 4):

LILKAD)=b-L* K% +A2-(p—m-L—n-K)
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Es posible establecer el siguiente sistema de ecuaciones a partir de las derivadas

parciales de primer orden de £:

(0L 1. g1
=a b-L*1-K'"*-A-m=
3L a m =0,
19 w18 Ka—2n=0
9K @ n=o
aL
L a—lzp—m-L—n-Kzo,
Cuya solucién corresponde a L = 22, K = £=9Py 3 = — %2P° Eq decir, un punto
m n m

. 1 (1—a)- bp
critico es (ﬂ,( p _abp )
m n m

Por otro lado, la matriz hessiana orlada, denotada como H, es:

0 —-m -n
H (—m a-b-(a—1)-L%% k1@ a-b-(l—a)-L“‘l-kl‘“),

H=
-n a'b-(1—-a)-L*1-k* —a-b-(1-a)-L* k!

Cuyo determinante, denotado como |H|, corresponde a:
0 -m

-m a-b-(a—1)-L*2% k17
-n a-b-(1—-a)-L*1- k¢
=a-b-m?* (1-a)'L* k*'+a-b-m-n-(1—a) L*1 -kl

-n
ab-(1-a) L1 -k
_a.b.(l_a).La.k—a—l

|H| =

+a-b-mn-(1-a)-L*1-k®%+a-b-n*-(1—a)-L*? k172
Si en el resultado anterior los valores de L y K se sustituyen por % y %,

respectivamente, se obtiene el siguiente resultado:
aa+1 . b- mZ—a ; na+1 . p—l . (1 — a)—a
+a% b -m* % n* (1-a)*"
+ aa -b- mz—a . nl—a . p—l . (1 _ a)l—a
+ aa—l -b- mz—a . na+1 . p—l . (1 _ a)Z—a_
El cual, debido a las condiciones establecidas para cada una de las variables, es
positivo. Por lo tanto, se concluye que la produccion maxima se alcanza cuando

L = Qy K = —(l_a).p
m n
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b. (7 puntos) Si la produccion se modela de la forma Q = b - L% - K1=%, donde Q se
mantiene constante, determine los valores de L y K que minimizan la funcion del
costo C(LLK)=m-L+n-K.

Recomendaciones para docentes

1. Se recomienda brindar un acompafiamiento oportuno al estudiantado,

tanto en el desarrollo algebraico como en la comprension de las
suposiciones planteadas durante el proceso. Esto se puede lograr
asignando valores especificos a los parametros al entregar las tareas, lo
que simplificara los procedimientos algebraicos.

Solucion propuesta

Dada la funcion de Lagrange £(L, K, ):

LILK,AD)=m-L+n-K+2-(Q—b-L% K'"%).
Es posible establecer el siguiente sistema de ecuaciones a partir de las derivadas

parciales de primer orden de £:

(a_L— — 2. .h.170-1, pl-a —
0L_m A-a'b-L K =0,
<aL— Ab-(1—a) L K*=0
ok " « =Y

a—L=Q—b-L“-K1‘“=O

\ EY) '

Cuya solucién corresponde a
1

- (s

a-n a 1 a’-a-1
K = (m . (1 _ a)) T _B+12d%+a-1 ’
b~ 1-a -Qetl
1
2—a-1
a -a’+2-a b _ @
A= (E) . Qaz—a (n-(1-a)® 1)

Por otro lado, la matriz hessiana orlada, denotada como H, es:
H
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0 —a-b-L*1 Kkl -b-(1—a) L% k™°
—a-b-L*1- k1" —2-a-b-(a-1)-L* 2%k —2-a-b-(1—-a)-L*1-k¢|.
-b-(1—a) L* k* —-2-ab-1—-a)-L*1-k* 2-a-b-(1—-a)-L* k%1

Cuyo determinante, denotado como |H|, corresponde a:

|H|

0 —a-b-L*1. k1 -b-(1—a) L% k@
—a-b-L*1- k1" —A-a-b-(a—1)-L*%2- k" —A-a-b-(1—a) -L*1 k¢
-b-(1-a)'L* k* —-2:-a-b-(1—-a) L1 k* A-a-b-(1—-a) L* k1

=(a-b- L1 k179
[(—a-b-L*1- k%) -(A-a-b-(1—a)-L* k% 1)]
—(a-b-L%1-k179).
[(_b(l_a)Lak—a)(_Aab(l_a)La—lk—a)]
_b.(l_a).La.k—a.
[(—a-b-L*1- k1) . (-2-a-b-(1—a)-L* 1 - k™%)]
+(b(1_a)Lak—a)
[(-b-(1—-a) L* k) -(A-a-b-(1—a) L* % k"]

Si en el resultado anterior los valores de L, K y A se sustituyen por

()™ () =) (7

1-a

1

a’-a-1
12: (n-(1- a)“‘1)> respectivamente, se obtiene un resultado negativo.

Qa —-a

Lo anterior debido a las condiciones establecidas para cada una de las variables.

Por lo tanto, se concluye que la produccion minima se alcanza cuando

1
() o

a’-a-1

_ a-n a 1
K= (m -(1-— a)) T _&3+2-a?+a-1
1-a . Qa+1
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a’-a-1

A= (g) . Qal:—a (n-(1- a)a—l)

Capitulo V: Valoraciones del analisis de instruccién

En este capitulo, se detallan las evaluaciones llevadas a cabo para determinar la validez del
andlisis de instruccion disefiado como propuesta para la implementacion del ABP en la ensefianza
del tema de funciones de varias variables en el curso MATO050 Célculo Il para Economia. Estas
evaluaciones fueron proporcionadas por docentes de la Escuela de Matematica y de la Escuela de
Economia de la UNA, asi como por estudiantes de la carrera de Bachillerato en Economia, cuyas
caracteristicas fueron detalladas previamente en el Capitulo I1l. Ademas, las evaluaciones se han

clasificado segin el momento en el que se obtuvieron durante las entrevistas.

5.1. Valoraciones obtenidas en el primer momento de las entrevistas

En seguida, se presenta un analisis descriptivo de la informacién obtenida en la primera
fase de las entrevistas realizadas a docentes de la Escuela de Economia y de la Escuela de
Matematica de la UNA, asi como de las entrevistas llevadas a cabo con estudiantes de la carrera

de Bachillerato en Economia que previamente habian aprobado el curso en cuestion.

Es fundamental recordar, antes de continuar con el analisis, que este espacio se destind a
la validacién de la informacion recolectada en el andlisis conceptual, el analisis de contenido y el
analisis cognitivo. Especificamente, el enfoque se centrd en evaluar la pertinencia de las tareas
matematicas escolares derivadas de dichos analisis, las cuales conforman la propuesta de proyecto

planteada en el andlisis de instruccion.

En primer lugar, respecto a la formulacion de la propuesta de proyecto, el profesorado de
la Escuela de Matematica coincidi6 en la necesidad de reformularla con el objetivo de hacer las
instrucciones de las tareas matematicas escolares ain mas claras. Especificamente, sugirieron
utilizar un lenguaje matematico adecuado al nivel de la poblacion estudiantil, evitando aparentar
un grado de dificultad superior al real y proporcionando méas informacion sobre los términos

utilizados.
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Se recomendd incorporar tareas matematicas intermedias dentro de la propuesta de
proyecto, que permitieran a las y los estudiantes interactuar con conocimientos de menor
complejidad; asi como incluir breves recordatorios de teméaticas como el método de los minimos
cuadrados, la regresion lineal y los procedimientos para resolver ecuaciones diferenciales. Esto
con el propdsito de que los esfuerzos cognitivos del estudiantado se centren en comprender los
conocimientos asociados al célculo en varias variables dentro del contexto del modelo Cobb-

Douglas.

Por otro lado, el profesorado de la Escuela de Economia consideré que las instrucciones de
las tareas matematicas escolares estaban lo suficientemente claras para un adecuado
entendimiento. Destacaron que el contexto econémico propuesto es de conocimiento basico para
la poblacion estudiantil y, por lo tanto, mientras se proporcione el modelo econdmico a utilizar sin
exigir su creacion, las y los estudiantes deberian ser capaces de resolver los ejercicios. Sin
embargo, sugirieron que ejercicios similares, en términos de terminologia matematica, se analicen

previamente en el curso para evitar posibles inconvenientes.

El estudiantado, por su parte, menciond que las instrucciones de las tareas matematicas
escolares eran lo suficientemente claras. Sefial6 que se asemejaban a las indicaciones de los
problemas analizados en clase durante el curso, lo que facilitaba su comprension. Ademas, destaco
que la introduccion al contexto al inicio de la propuesta le ayudaba a entender mejor el

procedimiento matematico que se esperaba que realizaran y su utilidad.

En relacion con los recursos y materiales planeados para el desarrollo de las tareas
matematicas escolares, se llegd a la conclusion, basandose en los criterios tanto del profesorado
como del estudiantado, de que es suficiente considerar las notas de clase del curso MAT050
Calculo 11 para Economia. Ademas, se determind que seria apropiado utilizar, como complemento
a estas, fuentes de informacion externas, tales como publicaciones disponibles en bibliotecas
digitales o fisicas, bases de datos, notas de clase de otros cursos, videos, entre otros. Sin embargo,
se sugirié que estas fuentes fueran preferiblemente sugeridas por el profesorado o, al menos,

contaran con su aprobacion.

Adicionalmente, se recomend6 el uso de programas informaticos que facilitaran a la

poblacién estudiantil la realizacién de los procedimientos matematicos con mayor exactitud y
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rapidez, siempre que las y los estudiantes tuvieran las habilidades necesarias para utilizarlos. No
se plante6 esto como un paso obligatorio, sino mas bien como un complemento del cual algunas

personas podrian beneficiarse.

En relacién con la interaccion entre pares y la interaccion docente-estudiante, se concluyo
que el tamafio 6ptimo para los grupos de trabajo debe oscilar entre un minimo de dos estudiantes
y un maximo de tres estudiantes por agrupacion. Aungue algunas y algunos estudiantes sugirieron

que se considere también la solucion individual del trabajo.

También se sefiald que la division estudiantil solo sera beneficiosa si se establece una
diferenciacion clara entre los productos finales que cada grupo debe presentar. Cabe mencionar
que, segun los comentarios del profesorado, esta diferenciacion no necesariamente implica
asignaciones distintas para cada grupo, sino que se puede aprovechar mediante, por ejemplo, una
defensa oral aleatoria de algunos planteamientos establecidos en la solucién. Esto no solo
permitiria verificar un entendimiento adecuado, sino también asegurar que las y los estudiantes

realmente hayan realizado la entrega.

Ademas, se propuso redactar instrucciones o recomendaciones para docentes que describan
el acompafiamiento esperado. Estas sugerencias podrian incluir la resolucién de ejercicios
similares a los propuestos en el proyecto durante las clases, la verificacién del entendimiento de
las condiciones del problema, la orientacion en el desarrollo de las asignaciones tanto en el tiempo
de clase como en las horas de consulta, y la asignacion de un espacio para la defensa del
razonamiento matematico utilizado en la obtencién del producto final. Esto, a su vez, facilitaria la
igualdad de condiciones para los diferentes grupos de estudiantes que estan llevando el curso,

incluso si tienen diferentes docentes.

En relacion con la consecucion de los objetivos de aprendizaje y el dominio de los
contenidos matematicos en estudio, el profesorado considera necesario realizar modificaciones en
el planteamiento de los objetivos especificos de la propuesta, de manera que se ajusten a su alcance
real y abarquen mas que solo habilidades matematicas. En este sentido, sugieren unificar las ideas
e incorporar, al menos, un objetivo que aborde el papel motivacional de la implementacion del

proyecto. Desde la perspectiva docente, este aspecto es la caracteristica principal que justifica por
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qué se puede asumir que la poblacion lograra un dominio adecuado de los contenidos matematicos

en estudio.

No obstante, tanto el profesorado como el estudiantado coinciden en términos generales en
que la propuesta permitira a las y los estudiantes alcanzar los objetivos de aprendizaje propuestos
y lograr un dominio adecuado de los contenidos matematicos en estudio. Asimismo, se concluyo
que estos objetivos estan relacionados con el tema de funciones de varias variables y se considera
que representan una demanda cognitiva apropiada para el nivel del curso, aunque se reconoce que,
en algunos casos y segun las realidades y necesidades de la poblacion, esta demanda podria ser

superior a la recomendada.

En cuanto a las posibles limitaciones en el aprendizaje durante la ejecucién de las tareas
matematicas escolares, las personas entrevistadas identificaron un vago entendimiento de los
contenidos matematicos y econdmicos estudiados en cursos anteriores, como ECF400
Introduccion a la Economia I, MAT001 Matemaética General, ECF402 Introduccion a la Economia
I, ECF403 Estadistica | y MATO002 Calculo I. También se sefial6 que los conocimientos en algebra
lineal y ecuaciones diferenciales podrian representar un obstaculo durante la realizacion de estas
tareas. Finalmente, el profesorado recomienda asignar un porcentaje de la evaluacién sumativa del
curso MATO050 Calculo Il para Economia a la propuesta, con el objetivo de evitar que el desinterés

se convierta en otra posible limitacion.

5.2. Valoraciones obtenidas en el segundo momento de las entrevistas

A continuacion, se presenta un analisis descriptivo de la informacion recopilada durante la
segunda fase de las entrevistas llevadas a cabo con docentes de la Escuela de Economia y de la
Escuela de Matemética de la UNA. Esta fase se desarrolla después de incorporar las
recomendaciones recibidas durante la primera fase de las entrevistas en la propuesta de proyecto

y realizar las modificaciones necesarias.

En primer lugar, el profesorado considera que las sugerencias sobre el disefio de la
propuesta, discutidas en las entrevistas anteriores, se han atendido correctamente. Al menos, se
percibe que son lo suficientemente adecuadas para que la propuesta pueda ser implementada en el
curso MATO050 Calculo Il para Economia.
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Sin embargo, se destacO la necesidad de diferenciar de alguna manera las férmulas
matematicas dentro del texto, por ejemplo, utilizando letra negrita, con el fin de evitar confusiones
y lograr mayor claridad. También se realizaron observaciones minimas en relacion con la
redaccion de algunas oraciones, proporcionando un replanteamiento que, seguin el criterio del

profesorado, podria mejorar la comprension.

Por otra parte, segun el criterio de las y los docentes, se ha concluido que al estudiantado
le llevara un tiempo ligeramente menor que el utilizado para estudiar los contenidos en clase para
completar la propuesta, aproximadamente tres 0 cuatro semanas. Se sugirié entregar las
indicaciones del documento después de concluir el estudio de los primeros contenidos de la
tematica en clase y organizar las tareas de acuerdo con el orden de estudio de los contenidos en
clase, solicitando su entrega previa al primer parcial del curso. Esto permitiria que el estudiantado

realice las tareas de la propuesta en paralelo al estudio de los contenidos en clase.

Dado que la propuesta se presenta como una actividad extracurricular, no es necesario
asignar un namero de sesion especifico para llevar a cabo las tareas disefiadas. Se sugiere que se
desarrollen durante las horas de estudio independiente que coincidan con la semana en que se
aborden en clase, en lugar de esperar hasta finalizar el estudio de todos los contenidos para

comenzar a resolverlas.

Por ultimo, se concluy6 que, a pesar de que la propuesta no se desarrolle especificamente
durante las sesiones de clase, el profesorado debe brindar un acompafiamiento continuo al
estudiantado en la resolucién del proyecto. Esto incluye asegurarse de que las indicaciones estén
claras desde el principio, aclarar todas las dudas que surjan durante el proceso de resolucion,
recordar en clase detalles importantes de la propuesta, supervisar las fuentes de informacion
adicionales que el estudiantado comparta, y proporcionar retroalimentacion oportuna al recibir las

entregas, entre otras acciones.

Capitulo VI: Conclusiones y recomendaciones

En este capitulo, se destacan los resultados mas sobresalientes obtenidos durante la
investigacion, alineandolos con los objetivos previamente establecidos. Dentro de estos resultados,

se incluyen apreciaciones extraidas de las entrevistas semiestructuradas realizadas, las cuales
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fueron excluidas en el capitulo anterior debido a que no eran necesarias para el disefio del analisis
de instruccion. Sin embargo, es fundamental rescatar estas observaciones para que otras personas
las consideren en futuros trabajos de investigacion, con el objetivo de asegurar condiciones

Optimas en los procesos educativos a nivel superior.

Ademas, se presentan una serie de recomendaciones vinculadas con la implementacion del
ABP en cursos de matematicas universitarios. Estas recomendaciones estan dirigidas al
profesorado de matemaética en formacion, a docentes que actualmente se desempefian en la
ensefianza de la matematica, a aquellas personas interesadas en la investigacion de esta tematica 'y

a la Escuela de Matematica de la UNA.
6.1. Conclusiones

El objetivo general de la investigacion fue desarrollar una propuesta para la
implementacion del ABP en la ensefianza del tema de funciones de varias variables en el curso
MATO50 Calculo 11 para Economia. Esta propuesta esta dirigida a estudiantes de la carrera de
Bachillerato en Economia de la UNA, especificamente en la Sede Central - Campus Omar Dengo.
El logro de este objetivo esta estrechamente vinculado con la consecucion de objetivos especificos,

los cuales se detallan a continuacién junto con las conclusiones correspondientes.

6.1.1. Andlisis conceptual del tema funciones de varias variables en el curso Célculo 11

para Economia

En el presente trabajo de investigacion, se llevo a cabo un andlisis conceptual a partir de
una exhaustiva revision documental de diversas fuentes de informacion. La informacion resultante
de este andlisis fue validada posteriormente por docentes de la Escuela de Matematica y la Escuela
de Economia de la UNA, asi como por estudiantes de la carrera de Bachillerato en Economia que
ya habian aprobado el curso MATO050 Calculo 11 para Economia. Después de completar el anlisis
conceptual del tema de funciones de varias variables para el curso MATO050 Calculo Il para
Economia, la conclusién mas significativa es que el enfoque de los conocimientos matematicos

puede variar considerablemente segun la fuente documental consultada.
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En el caso de los libros de texto destinados a economistas en formacion para cursos
especificos de unidades académicas del area de economia, se observd que los significados se
presentan a través de ejemplos que ilustran la aplicabilidad de los conceptos en contextos
econdmicos. Segun el criterio del profesorado entrevistado, esto podria implicar un nivel de
complejidad mayor del necesario para el entendimiento deseado en el curso MAT050 Calculo 11
para Economia. Ademas, podria sugerir la necesidad de utilizar la misma metodologia en cursos

anteriores para evitar que el cambio en esta represente una limitacion.

En contraste, los libros de texto centrados en el estudio de la disciplina de manera mas
generalizada y el material de apoyo utilizado por el profesorado de la asignatura presentan los
conocimientos con mayor rigor matematico. Este enfoque implica la necesidad de que las y los
estudiantes sean capaces de comprender un lenguaje matematico especializado. No obstante, este
enfoque permite que la poblacién estudiantil comprenda el concepto matematico y luego pueda

interactuar con su aplicabilidad en diferentes contextos.

6.1.2. Analisis de contenido del tema funciones de varias variables en el curso Célculo

Il para Economia

Al igual gue se mencion6 en el punto anterior, se llevo a cabo un andlisis de contenido
mediante una revision documental exhaustiva de diversas fuentes de informacion. La informacion
resultante de este analisis también fue posteriormente validada por docentes de la Escuela de
Matemaética y la Escuela de Economia de la UNA, asi como por estudiantes de la carrera de
Bachillerato en Economia que ya habian aprobado el curso MAT050 Calculo Il para Economia.

Después de realizar el analisis de contenido sobre el tema de funciones de varias variables
en el curso Calculo Il para Economia, se concluyé que las caracterizaciones y los sistemas de
representacion varian considerablemente segun la fuente documental consultada. Esta situacion es

similar a la discutida en el punto anterior con respecto a los conocimientos matematicos.

Por lo tanto, en la elaboracion de la propuesta, fue esencial tener en cuenta todas las
perspectivas sugeridas por el profesorado entrevistado y aquellas identificadas por el estudiantado

entrevistado como las que ofrecian mayor claridad en las indicaciones. Esto se hizo con el objetivo
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de desarrollar un planteamiento adecuado para el futuro estudiantado del curso en cuestiones

matematicas.

La recomendacion méas frecuente sugeria la utilizacion de sistemas de representacion y
caracterizaciones coincidentes con los utilizados en cursos que se requieren como requisitos para
el curso MAT050 Calculo Il para Economia, al menos aquellos ofrecidos por la Escuela de
Matematica. Este enfoque se replicé en el planteamiento de las caracterizaciones, sugiriéndose que
se presentaran de manera similar a cursos solicitados como requisito para la asignatura, y asi

facilitar el entendimiento.

En cuanto a los fendmenos recuperados, se observo que algunas actividades particulares
permitian la demostracion de diversos conocimientos matematicos de manera integrada, como en
el caso del contexto del modelo de Cobb-Douglas. Por esta razon, estas actividades fueron
utilizadas en el disefio de la propuesta de proyecto.

6.1.3. Analisis cognitivo del tema funciones de varias variables en el curso Célculo 11

para Economia

Este analisis se llevo a cabo siguiendo el mismo enfoque que los analisis previos, mediante
una exhaustiva revision documental. Posteriormente, este proceso fue validado por docentes de la
Escuela de Matematica y de la Escuela de Economia de la UNA, asi como por estudiantes de la
carrera de Bachillerato en Economia que habian aprobado previamente el curso MATO050 Calculo
Il para Economia. A través de este método, se logrd identificar diversas tareas matematicas
escolares que podrian ser aprovechadas para la ensefianza de la temética de optimizacion en varias

variables, siendo consideradas inicialmente para la propuesta.

Entre las conclusiones mas destacadas, resalta la presencia de una misma tarea matematica
escolar en diversas fuentes documentales, aunque con algunas variaciones en la formulacion y en
el nivel de complejidad. En consecuencia, se procedio a seleccionar los planteamientos y el nivel
de complejidad que mejor se adecuaran a los objetivos de ensefianza identificados en este analisis.
Ademas, se consideraron las caracteristicas de la poblacién estudiantil del curso, tal como fueron

proporcionadas por el profesorado entrevistado.
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También se identificaron posibles limitaciones que podrian surgir durante la
implementacion practica de estas tareas matematicas escolares. Segun la opinién del profesorado
entrevistado, algunas de estas limitaciones podrian superarse mediante la inclusion de
especificaciones detalladas en las instrucciones de los problemas, o ajustando los ejercicios para
que se alineen con la metodologia utilizada en las sesiones del curso. Sin embargo, se resalto que
algunas de estas limitaciones estdn mas alla del control de las y los docentes que imparten el curso

MATO050 Célculo Il para Economia y, por lo tanto, no podrian evitarse.

6.1.4. Anélisis de instruccion como propuesta para la implementacion del aprendizaje
basado en proyectos en la ensefianza del tema funciones de varias variables en el curso
MATO050 Célculo Il para Economia

Este analisis representa el resultado de la identificacion y organizacion de las tareas
matematicas escolares recopiladas durante el andlisis anterior. El objetivo principal es alinearlas
con los objetivos de ensefianza de la tematica en el curso MATO050 Calculo Il para Economia,
siguiendo las pautas identificadas en analisis previos. Ademas, se llevo a cabo la validacion y la
incorporacion de informacion adicional crucial para su implementacion, segun el criterio del
profesorado de la Escuela de Matematica y la Escuela de Economia, asi como de estudiantes que

previamente aprobaron la asignatura.

En primer lugar, es crucial sefialar que, a pesar de reconocer los beneficios del enfoque de
ABP, el profesorado mostré inseguridad y resistencia a su implementacién. Esto se debe a la
percepcion de falta de confianza en el manejo adecuado de los conceptos matematicos y
econdmicos necesarios para llevar a cabo proyectos de esta indole.

Ademas, se destaco el alto grado de madurez que se considera necesario en el estudiantado
para el desarrollo efectivo de estas asignaciones. Segun la percepcion del cuerpo docente, se
necesita un sentido de responsabilidad hacia el aprendizaje individual para aprovechar los
beneficios del ABP en el ambito universitario. En este sentido, se sefialé6 que, a pesar de contar
con diversas herramientas en esta etapa, es posible realizar las tareas matematicas propuestas sin

el esfuerzo cognitivo esperado.
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Del mismo modo, las y los profesores expresaron la falta de conocimiento sobre la correcta
aplicacion del ABP, particularmente en lo que respecta a la distribucion de espacios para el
desarrollo del proyecto en las sesiones de clase, el acompafiamiento previsto durante las horas de
consulta, la evaluacion del progreso para lograr el producto final y el manejo de conceptos ajenos

al area de la matematica requeridos para el proyecto.

Por altimo, se destaca la necesidad manifestada por el profesorado de ambas escuelas de
una adaptacion en los procesos educativos y la metodologia del curso MAT050 Célculo 1l para
Economia. Esto se basa en los comentarios de las y los estudiantes durante el primer ciclo del afio
2022, donde se observd una disminucién significativa en los niveles de motivacién, afectando
gravemente el rendimiento académico no solo en esta asignatura, sino también en otros cursos

propios de la carrera Bachillerato en Economia.

6.2. Limitaciones

Durante la fase de investigacion de antecedentes, una de las principales limitaciones fue la
escasez de estudios, tanto a nivel nacional como internacional, que abordaran la implementacion
del ABP en la ensefianza del tema de funciones de varias variables en la educacion superior. Como
resultado, se optd por dividir el tema en secciones y examinar el estado de cada una detenidamente
para extraer conclusiones relevantes. Esta misma situacion también dificult6 la elaboracion del

marco tedrico, por lo que se decidié seguir la misma estrategia para superar el obstaculo.

Ademas, en lo que respecta a la seleccion de las personas participantes en el estudio,
encontrar tanto docentes como estudiantes dispuestos y disponibles supuso un desafio
significativo. En algunos casos, fue necesario enviar multiples correos electrénicos para coordinar
los detalles de las entrevistas. Si bien hubiera sido preferible realizar una identificacion aleatoria
y aumentar tanto el nmero de docentes como de estudiantes para obtener resultados mas solidos,
las restricciones de recursos y la disponibilidad limitada de las personas involucradas llevaron a

optar por una seleccion por conveniencia.

Finalmente, las y los profesores de ambas unidades académicas expresaron su falta de
conocimiento sobre la metodologia. En la Escuela de Matematicas, hubo desconocimiento de los

términos econdmicos y el contexto utilizado, mientras que, en la Escuela de Economia, se presento
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desconocimiento de algunos términos matematicos utilizados. Esto dificulto la realizacion de las

entrevistas, ya que fue necesario detenerse constantemente para explicar los términos o el contexto.
6.3. Recomendaciones

Para futuras personas que se interesen en abordar esta problematica, se sugiere comenzar
por delimitar con precision el area tematica, enfocandose en los conocimientos matematicos que
se abordaran. Una alternativa adicional es la eleccion de un conocimiento matematico especifico
para el desarrollo de la propuesta. La finalidad de esta recomendacién es facilitar un enfoque
tedrico mas profundo de los objetos matematicos involucrados, lo cual simplificara la elaboracion
del analisis didactico y permitira identificar de manera mas clara la aplicabilidad matematica. Se
plantea que, de no seguirse esta sugerencia, la amplitud del tema podria complicar el proceso

investigacion.

Ademas, se aconseja al profesorado en formacion y que ya se desempefia en la ensefianza
de la matematica, a que disefie nuevas propuestas para la implementacion del ABP. Esto podria
centrarse en la ensefianza de funciones de varias variables u otras areas tematicas relevantes en
cursos de matematica a nivel superior. El objetivo principal es construir un banco de herramientas
didacticas que facilite la transicion hacia metodologias de instruccion basadas en la resolucion de

problemas.

Por otro lado, se sugiere que la Escuela de Matematica de la UNA realice una evaluacion
exhaustiva de las estrategias metodoldgicas y evaluativas empleadas en los cursos que ofrece,
especialmente en la asignatura MAT050 Célculo 11 para Economia. Esta evaluacién proporcionaria
informacién valiosa para la seleccion de metodologias de ensefianza mas coherentes con los

objetivos que se espera alcanzar.

Finalmente, se insta al profesorado en formacion y en ejercicio a poner en practica la
propuesta disefiada en el presente trabajo de investigacion. La implementacion real permitird
obtener una comprension detallada de la pertinencia y las limitaciones de la propuesta. Ademas,
generara insumos valiosos que facilitaran la evaluacién de la idoneidad de la metodologia de
ensefianza ABP en los cursos universitarios de matematicas. Este enfoque practico ayudara a

ajustar y mejorar la propuesta en funcién de la experiencia real en el aula.

105



6.4. Lineas futuras de investigacion

En sesta seccion, se sugieren algunas areas de investigacion que podrian explorarse en el

futuro.

e Ampliacion del ABP en otros contenidos matematicos de nivel superior: Investigar la
implementacion del ABP en la ensefianza de otros temas matematicos en niveles
educativos superiores.

e Validacion de metodologias de ensefianza centradas en la resolucion de problemas:
Realizar estudios para validar la implementacion del ABP y otras metodologias de
ensefianza-aprendizaje centradas en la resolucion de problemas.

e Comparacién de resultados entre metodologias tradicionales y centradas en la resolucion
de problemas: Llevar a cabo investigaciones comparativas que analicen y comparen los
resultados obtenidos mediante metodologias tradicionales de ensefianza-aprendizaje con
aquellos logrados a través de enfoques centrados en la resolucion de problemas.

e Comparacion de metodologias entre niveles educativos: Investigar y comparar las
metodologias de ensefianza utilizadas en la educacién secundaria y en la educacion
superior en la ensefianza de las matematicas en el pais.

e Integracién del ABP en disciplinas interdisciplinarias: Investigar como se puede integrar
el ABP en cursos o programas interdisciplinarios que combinen matematicas con otras

areas del conocimiento.

Estas areas de investigacion pueden proporcionar una comprension mas profunda de los
enfoques de ensefianza en matematicas y contribuir al desarrollo de practicas mas efectivas y

adaptadas a las necesidades de las personas estudiantes.

Referencias bibliogréaficas

Afzal, H., Ali, 1., Aslam Khan, M. y Hamid, K. (2010). A Study of University Students’ Motivation
and Its Relationship with Their Academic Performance. International Journal of Business
and Management, 5(4), 80-88. https://dx.doi.org/10.2139/ssrn.2899435

106


https://dx.doi.org/10.2139/ssrn.2899435

Bernal, C. (2010). Metodologia de la Investigacion (32 ed.). Pearson Education.

Burlbaw, L. M., Ortwein, M. J. y Williams, J. K. (2013). From the Project Method to STEM
Project-Based Learning: The historical Context. En R. M. Capraro, M. M. Capraro, & J.
M. Morgan (Eds.), STEM Project-Based Learning: An Integrated Science, Technology,
Engineering, and Mathematics (22 ed., pp. 1-5). Sense Publishers.

Cafadas, M. C., Gomez, P. y Pinzon, A. (2016). Analisis de contenido. (Documento no publicado).

Universidad de los Andes, Colombia.

Capraro, R. M.y Slough, S. W. (2013). Why PBL? Why Now? An Introduction to STEM Project-
Based Learning. An Integrated Science, Technology, Engineering, and Mathematics
Approach. En R. M. Capraro, M. M. Capraro, & J. M. Morgan (Eds.), STEM Project-
Based Learning: An Integrated Science, Technology, Engineering, and Mathematics (22
ed., pp. 1-5). Sense Publishers.

Castillo-Sanchez, M., Gamboa-Araya, R. e Hidalgo-Mora, R. (2018). Concordance between
introductory university mathematics courses and the program of pre-university studies: A
view from the perspectives of content and academic performance. Uniciencia, 32(2), 20-
41. https://doi.org/10.15359/ru.32-2.2

Ciro, C. (2012). Aprendizaje Basado en proyectos (AB Pr) como estrategia de ensefianza y
aprendizaje en la educacién basica y media [Tesis de maestria, Universidad Nacional de
Colombia]. Repositorio institucional UN.
https://repositorio.unal.edu.co/handle/unal/11717

Collignon, P. (2015). Using calculus in economics: Learning from history in teacher education.
En Proceedings of the Ninth Congress of the European Society for Research in
Mathematics Education (CERME 9) (pp. 1811-1816). Charles University, Faculty of
Education.

107


https://doi.org/10.15359/ru.32-2.2
https://repositorio.unal.edu.co/handle/unal/11717

Cozzens, M. y Roberts, F.S. (2020). Introductory College Mathematics for the Life Sciences: Has
Anything Changed? Bull Math Biol, 82, 1-15. https://doi.org/10.1007/s11538-020-00761-
8

Dorko, A. 'y Weber, E. (2014). Generalizing calculus ideas from two dimensions to three: How
multivariable calculus students think about domain and range. Research in Mathematics
Education,16(3), 269-287. https://doi.org/10.1080/14794802.2014.919873

Erlandson, D. A., Harris, E. L., Skipper, B. L. y Allen, S. D. (1993). Doing naturalistic inquiry: A
guide to methods. Sage Publications.

Escuela de Economia. (2019). Programa de estudios de la carrera de Bachillerato y Licenciatura
en Economia. Universidad Nacional, Costa Rica.
https://www.economia.una.ac.cr/index.php/es/component/phocadownload/category/7-
planes-de-estudio

Escuela de Matematica. (2018). Acta de notas en cursos de servicio del 1l ciclo 2018. Documento

no publicado. Universidad Nacional, Costa Rica.

Escuela de Matematica. (2019a). Acta de notas en cursos de servicio del | ciclo 2019. Documento
no publicado. Universidad Nacional, Costa Rica.

Escuela de Matematica. (2019b). Acta de notas en cursos de servicio del I ciclo 2019. Documento

no publicado. Universidad Nacional, Costa Rica.

Escuela de Matematica. (2021a). Acta de la sesion Ordinaria N°06-2021. Universidad Nacional,

Costa Rica.

Escuela de Matematica. (2021b). Programa del curso MAT003 Calculo 11 en el | ciclo del curso

lectivo 2021. Universidad Nacional, Costa Rica.

Flores, P., Gobémez, P. y Marin, A. (2013). Anélisis de instruccion. Funes.
http://funes.uniandes.edu.co/2061/

108


https://doi.org/10.1007/s11538-020-00761-8
https://doi.org/10.1007/s11538-020-00761-8
https://doi.org/10.1080/14794802.2014.919873

Flores-Fuentes, G. y Juarez-Ruiz, E. D. L. (2017). Aprendizaje basado en proyectos para el
desarrollo de competencias matematicas en Bachillerato. Revista electrénica de
investigacion educativa, 19(3), 71-91. https://doi.org/10.24320/redie.2017.19.3.721

Gobmez, P. (2002). Analisis didactico y disefio curricular en matematicas. Revista Ema, 7(3), 251-
292. http://funes.uniandes.edu.co/1537/

Gomez, P. (2007). Desarrollo del conocimiento didactico en un plan de formacion inicial de
profesores de mateméticas de secundaria [Tesis doctoral, Universidad de Granada]. Funes.
http://funes.uniandes.edu.co/444/

Goodman, R. J. (2010). Problem-based learning: Merging of economics and mathematics. Journal
of Economics and Finance, 34(4), 477-483. https://doi.org/10.1007/s12197-010-9154-7

Harel, G. (2013). Intellectual need. En K. M. Leatham (Ed.), Vital Directions for Mathematics
Education Research (pp. 119-151). Springer. https://doi.org/10.1007/978-1-4614-6977-
36

Hastie, P. y Hay, P. (2012). Qualitative approaches. Research methods in physical education and
youth sport, 79-94.
http://ndl.ethernet.edu.et/bitstream/123456789/43318/1/90.pdf#page=85

Huergo-Tobar, P. L. (2015). Importancia y pasos para la elaboracion del estado del arte en un
anteproyecto o proyecto de investigacion. Documentos de Docencia, 1, 1-23.
http://dx.doi.org/10.16925/greylit.1073

Kashefi, H., Ismail, Z. y Yusof, Y. M. (2012). Overcoming Students Obstacles in Multivariable
Calculus through Blended Learning: A Mathematical Thinking Approach. Procedia-Social
and Behavioral Sciences, 56, 579-586. https://doi.org/10.1016/j.sbspro.2012.09.691

Kashefi, H., Ismail, Z. y Yusof, Y. M. (2020). Obstacles in the learning of two-variable functions
through mathematical thinking approach. Procedia-Social and Behavioral Sciences, 8,
173-180. https://doi.org/10.1016/j.sbspro.2010.12.024

109


https://doi.org/10.24320/redie.2017.19.3.721
http://funes.uniandes.edu.co/1537/
http://funes.uniandes.edu.co/444/
https://doi.org/10.1007/s12197-010-9154-7
http://ndl.ethernet.edu.et/bitstream/123456789/43318/1/90.pdf#page=85
https://doi.org/10.1016/j.sbspro.2012.09.691
https://doi.org/10.1016/j.sbspro.2010.12.024

Kilpatrick, W. (1921). Dangers and difficulties of the project method and how to overcome them.
Teachers College Record: The Voice of Scholarship in Education, 22(4), 283-287.
https://doi.org/10.1177/016146812102200407

Klein, M. (2014). Mathematical Methods for Economics (22 ed.). Pearson Education.
Larson, R. y Edwards, B. H. (2010). Calculus (IX ed.). Cengage.

Lupiafiez, J. L. y Rico, L. (2008). Analisis didactico y formacion inicial de profesores:
competencias y capacidades en el aprendizaje de los escolares. PNA, 3(1), 35-48.
https://dialnet.unirioja.es/servlet/articulo?codigo=2693447

Lupiafiez, J. (2013). Analisis Didactico: la planificacion del aprendizaje desde una perspectiva
curricular. En L. Rico., J. Lupiafiez. y M. Molina (Eds.), Andlisis Didactico en Educacion
Matematica: metodologia de investigacion, formacion de profesores e innovacion

curricular. (pp.81-101). Comares, S.L

Martinez-Planell, R. y Trigueros, M. (2012). Students’ understanding of the general notion of a
function of two variables. Educational Studies in Mathematics, 81(3), 365-384.
https://doi.org/10.1007/s10649-012-9408-8

Martinez-Planell, R. y Trigueros, M. (2021). Multivariable calculus results in different countries.
ZDM Mathematics Education, 53, 695-707. https://doi.org/10.1007/s11858-021-01233-6

Morgan, A. R. y Slough, S. W. (2013). Classroom Management Considerations: Implementing
STEM Project-Based Learning. En R. M. Capraro, M. M. Capraro, & J. M. Morgan (Eds.),
STEM Project-Based Learning: An Integrated Science, Technology, Engineering, and
Mathematics (22 ed., pp. 99-107). Sense Publishers.

Mosquera, J. (2010). EI Método de Proyecto: Origen y Desarrollo. Academia.edu.
https://www.academia.edu/3611109/Sobre_la_ense%C3%Blanza_por_proyectos

Ng, K.Y. y Chung, E.C. (2019) Project-Based Learning and Why it Works: A Student
Perspective. En: G. Amouzad, E. C. Chung, S. Narayana, M. Hosseini (Eds.),

110


https://dialnet.unirioja.es/servlet/articulo?codigo=2693447
https://doi.org/10.1007/s10649-012-9408-8
https://www.academia.edu/3611109/Sobre_la_ense%C3%B1anza_por_proyectos

Engineering Grand Challenges in Scholar Programs (pp. 33-37). Springer.
https://doi.org/10.1007/978-981-13-3579-2_3

Patton, M. Q. (1990). Qualitative evaluation and research methods. Sage Publications.

Puig, L. (1997). Andlisis fenomenoldgico. En L. Rico (Ed.), La educacion matemética en la

ensefianza secundaria (pp. 61-94). Horsori.

Real Academia Espafiola. (s.f.). Optimizar. En Diccionario de la lengua espafiola. Recuperado en

28 de marzo de 2022 de https://dle.rae.es/optimizar

Reyes, K. (2020). Aprendizaje basado en proyectos en Matematica: ensefianza de expresiones
algebraicas para los alumnos de 1° de ESO. [Tesis de maestria, Universidad Internacional
de La Rioja]. https://doi.org/10.13140/RG.2.2.15738.72643

Rico, L. (1997). Los organizadores del curriculo de matemaética. En L. Rico., E. Castro., M. Coriat.,
A. Marin., L. Puig., M. Sierra. y M. Socas (Eds.), La educacion matemaética en la

ensefianza secundaria (pp. 39-59). Horsori.

Rico, L. y Fernandez-Cano, A. (2013). Analisis Didactico y metodologia de investigacion. En L.
Rico., J. Lupiafiez. y M. Molina (Eds.), Andlisis Didactico en Educacion Matematica:
metodologia de investigacion, formacion de profesores e innovacion curricular (pp.1-22).

Comares, S.L.

Rodriguez, J. (2003). Paradigmas, enfoques y métodos en la investigacion educativa. Investigacion
educativa, 7(12), 23-40.
https://revistasinvestigacion.unmsm.edu.pe/index.php/educa/article/view/8177

Rozhkova, S., Ustinova, I. y Yanuschik, O. (2021). Poster: Project-Based Learning in the
Mathematics Course for First Year Students at a Technical University. En: M.E. Auer,
T. Rudtmann (Eds.) Educating Engineers for Future Industrial Revolutions (pp. 341 -
348). Springer. https://doi.org/10.1007/978-3-030-68198-2_31

111


https://doi.org/10.1007/978-981-13-3579-2_3
http://dx.doi.org/10.13140/RG.2.2.15738.72643

Ruiz-Hidalgo, J. y Fernandez-Plaza, J. (2013). Planificacién de unidades didacticas en ensefianza
secundaria mediante el uso del Analisis Didactico. En L. Rico., J. Lupiafiez. y M. Molina
(Eds.), Andlisis Didactico en Educacion Matematica: metodologia de investigacion,
formacion de profesores e innovacion curricular (pp.231-253). Comares, S.L.

Sequeira, F. y Ramirez, J. (2022). Notas de clase del curso MAT050 Célculo Il para Economia.

Documento no publicado. Universidad Nacional, Costa Rica.

Segovia, I. y Rico, L. (2001). Unidades didacticas. Organizadores. En E. Castro (Ed.), Didactica

de la matematica en la educacion primaria (pp. 83-104). Sintesis.
Stewart, J., Clegg, D. y Watson, S. (2020). Calculus: Early Transcendentals (1X ed.). Cengage.

Sheikh, T. O. (2015). The role of Visualization in the Teaching and Learning of Multivariate
Calculus and Systems of Ordinary Differential Equations. [Tesis de doctorado, University
of Western Cape]. http://hdl.handle.net/11394/5184

Silvio, D. (2009). Triangulacion: Procedimiento incorporado a nuevas metodologias de
investigacion. Revista Digital Universitaria, 10(8).

http://www.revista.unam.mx/vol.10/num8/art53/art53.pdf

Slough, S. W. y Milam, J. O. (2013). Theorical Framework for the Design of STEM Project-Based
Learning. En R. M. Capraro, M. M. Capraro, & J. M. Morgan (Eds.), STEM Project-Based
Learning: An Integrated Science, Technology, Engineering, and Mathematics (2nd ed., pp.
1-5). Sense Publishers.

Socas, M. (1997). Dificultades, obstaculos y errores en el aprendizaje de las matematicas en la
educacion secundaria. En L. Rico, E. Castro, E. Castro, M. Coriat, A. Marin, L. Puig, M.
Sierra y M.M. Socas (Eds.), La Educacion Matematica en la ensefianza secundaria (pp.
125-154). Horsori.

Untarti, R. y Badu, A. (2019). Error identification in problem solving on multivariable calculus.
Journal of Physics: Conference Series, 1188(1), 1-10. https://doi.org/10.1088/1742-
6596/1188/1/012064

112


https://doi.org/10.1088/1742-6596/1188/1/012064
https://doi.org/10.1088/1742-6596/1188/1/012064

Valenzuela-Molina, M., Ramos-Rodriguez, E., Gonzélez-Plate, L. I. y Portugal-Villar, J. L.
(2018). El analisis didactico como base de un curso en la formacion inicial de profesores
de educacién primaria. Revista iberoamericana de educacion superior, 9(25), 118-137.
http://dx.doi.org/10.22201/ iisue.20072872e.2019.25.345

Valverde, G. (2012). Competencias matematicas promovidas desde la razén y la proporcionalidad
en la formacion inicial de maestros de educacion primaria [Tesis doctoral, Universidad de

Granada]. Funes. http://funes.uniandes.edu.co/8445/

Wang, F. y Hannafin, M. (2005). Design-based research and technology-enhanced learning
environments. Educational Technology, Research and Development, 53(4), 5-23.
https://doi.org/10.1007/BF02504682

Watts, M. y Schaur, G. (2010). Teaching and assessment methods in undergraduate economics: A
fourth national quinquennial survey. The Journal of Economic Education, 42(3), 294-309.
https://doi.org/10.1080/00220485.2011.581956

Zuccheri, L. y Zudini, V. (2014) History of Teaching Calculus. En: A. Karp, & G. Schubring
(Eds.) Handbook on the History of Mathematics Education (pp. 493 - 513). Springer.
https://doi.org/10.1007/978-1-4614-9155-2_24

113


https://doi.org/10.1080/00220485.2011.581956
https://doi.org/10.1007/978-1-4614-9155-2_24

ANEXos

Anexo 1
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Escuela de Matematica

Trabajo Final de Graduacién para optar por el grado de Licenciatura en la Ensefianza de la

Matematica

Bach. Valeria de los Angeles Mesén Brenes

Ficha bibliografica

Instrucciones: Marque con una equis (X) la opcién que describe correctamente las caracteristicas
del documento en estudio, o escriba en el espacio en blanco la informacion solicitada.

1. Informacion general del documento

a) Titulo:

b) Persona(s) autora(s):

C) Tipo de documento: () Programa de curso
() Material de apoyo del profesorado
() Plan de estudios
() Libro de texto

d) Fecha de publicacion:

e) Fecha de consulta:
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Informacion relacionada a la tematica en cuestion

2.1. Analisis conceptual

a) ¢El documento establece de manera explicita definiciones asociadas al tema

funciones de varias variables?

( )Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuales seria las definiciones

expuestas en el documento?

b) ¢El documento establece de manera explicita propiedades asociadas al tema

funciones de varias variables?

( )Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuales serian las propiedades

sefialadas en el documento?
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2.2.

c) ¢El documento establece de manera explicita la evolucion historica del tema

funciones de varias variables?

( )Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cudl seria el desarrollo historico

descrito en el documento?

Andlisis de contenido

a) ¢El documento establece de manera explicita conceptos asociados al tema

funciones de varias variables?

( )Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuéles serian los conceptos

sefialados en el documento?
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b) ¢El documento establece de manera explicita procedimientos asociados a la

resolucion de tareas del tema funciones de varias variables?

( )Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuales serian los procedimientos

descritos en el documento?

c) ¢El documento establece de manera explicita representaciones de los

conceptos asociados al tema funciones de varias variables?

( )Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuales serian las representaciones

sefialadas en el documento?
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2.3.

d) ¢El documento establece de manera explicita fenémenos asociados al tema

funciones de varias variables?

( )Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuéles serian los fendmenos

descritos en el documento?

Anélisis cognitivo

a) ¢El documento establece de manera explicita los objetivos de la ensefianza

del tema funciones de varias variables a estudiantes de Economia?

( )Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cudles serian los objetivos

sefialados en el documento?
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b) ¢En base a la informacion expuesta en el documento es posible establecer

limitantes en el aprendizaje del tema funciones de varias variables?

( )Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuales serian las limitantes

identificadas?

c) ¢El documento establece de manera explicita tareas matematicas asociadas

al tema funciones de varias variables?

( )Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuéles serian las tareas sefialadas

en el documento?
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C) Tipo de documento: ( ) Programa de curso
( ) Material de apoyo del profesorado
( ) Plan de estudios
(x) Libro de texto
d) Fecha de publicacion: 01 de setiembre de 2020
e) Fecha de consulta: marzo — abril 2022
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2.

Informacion relacionada a la tematica en cuestion
2.1.

Analisis conceptual

a) ¢El documento establece de manera explicita definiciones asociadas al tema

funciones de varias variables?
(x)Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuales seria las definiciones

expuestas en el documento?

Funcion de n variables

Una funcion f de n variables corresponde a una regla que asigna un Gnico
namero real denotado z = f (x4, X3, ..., X,,) @ cada n-tupla (x, x5, ..., x,) de
nameros reales de un conjunto D. El conjunto D es el dominio de f y el rango
es el conjunto de valores que f toma, es decir,
{f (1, x5, ooy X)) (X1, X5, ..., X)) € D}

Grafica de una funcion de dos variables

Sea f una funcion de dos variables con dominio D, la gréfica de f corresponde
atodos los puntos (x,y,z) en R3 tales que z = f(x,y) y (x,y) estaen D.
Curvas de nivel

Las curvas de nivel de una funcion f de dos variables son las curvas con
ecuaciones f(x,y) = k, donde k es una constante (en el ambito de f).
Derivada parcial de primer orden

Sea f una funcion de n variables, la derivada parcial de primer orden con

. s . . . , . 0
respecto a la i-ésima variable x; viene dada por el limite a—f=

Xi

lim fXq,e X, XX 1,0 X)) = F (X1, Xy Xn)
h-0 h

Derivada parcial de segundo orden (funcion de dos variables)

, siempre que este exista.
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Sea f una funcion de dos variables cuyas derivadas parciales de primer orden
de primer orden f, y f,, también corresponden a funciones de dos variables, las
derivadas parciales de primer orden de estas ultimas corresponden a las

derivadas parciales de segundo orden de f y se denotan de la siguiente manera:

o (0N _ 0 _ 0%z
. (fx)x=fxx=f11=—(a =57 32

(fk)y = ];y = fiz = é%;(é%)
(5), = Fx = f1 = 5:(35) = 535 = 53

ax
. _ 9 f 0%z
- dyodx - dyox

21
]
gl

dxdy
© B, =ty == 5(5)= 5
Ecuacidn de Laplace
La ecuacion parcial ;—i + :—y’z‘z = 0 se denomina ecuacion de Laplace. Las

soluciones de esta ecuacion reciben el nombre de funciones armonicas.

Regla de la cadena

Sea f una funcién de n variables x4, x,, ..., x,, diferenciable, tal que cada
x; es una funcion de m variables t,, t,, ..., t,, diferenciable. Entonces f es

Bf _ 6f 6x1 Bf axz

una funcion m variables tq,t,,..,t;, Y e acan T
i 1 1 2 2

af @ .
OF %nvoni=1,2,....m.
dxy Ot

Vector gradiente

Sea f una funcidén de dos variables x y y, el gradiente de f es la funcion

vectorial Vf definida como Vf = < fi(x,y), f, (x,y) > = g—ii +Z—£j.

Extremos locales (funciones de dos variables)

Sea f una funcion de dos variables, f posee un maximo local en (a, b) si

f(x,y) < f(a,b) cuando (x,y) estéd cerca de (a,b) y el nimero f(a,b)
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se denomina valor méximo local. Si (x,y) = f(a, b) cuando (x,y) esta
cerca de (a, b), entonces f posee un minimo local en (a,b) y f(a,b) se

denomina valor minimo local.
Criterio de la segunda derivada

Supdngase que las derivadas parciales de segundo orden de f son continuas
en un disco de centro (a,b) y fy(a,b) =0y f,(a,b) = 0. Se define D =

D(a,b) = fix (@, b) £,y (a,b) — |fiy(a, b)]2 y se tiene que:

e SiD>0YyY fr (a,b) > 0, entonces f(a,b) es un valor local
minimo.

e SiD>0YyY fr (a,b) < 0, entonces f(a,b) es un valor local
maximo.

e SiD < 0,entonces (a, b) es un punto de ensilladura.
Extremos absolutos (funciones de dos variables)

Sea (a,b) un punto del dominio D de una funcion f de dos variables.

Entonces f(a, b) corresponde a:

e Un valor méximo absoluto de f en D si f(x,y) < f(a,b) para
todo (x,y) en D.
e Un valor minimo absoluto de f en D si f(x,y) = f(a,b) para

todo (x,y) en D.
Método de los multiplicadores de Lagrange (funciones de dos variables)

Para encontrar los valores maximos y minimos de f (x, y) de acuerdo con
la restriccion g(x,y) = k [asumiendo que estos valores extremos
existen y las primeras derivadas parciales de g son distintas de cero en la

superficie g(x,y) = kJ:
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1. Encontrar los valores de x,y y A que satisfacen las siguientes
ecuaciones:
fo =9« fy =19y, gxy) =k

2. Evaluar f en todos los puntos (x,y) obtenidos en el paso
anterior. El punto en donde se obtenga el valor mas grande se
alcanza un valor maximo de f’; en el valor méas pequefio un valor

minimo de f.
Método de los multiplicadores de Lagrange (dos restricciones)

Para encontrar los valores maximos y minimos de f(x, y) de acuerdo con

la restriccion g(x,y) = ky h(x,y) = ¢

1. Encontrar los valores de x, y, A y u que satisfacen las siguientes
ecuaciones:
fe = Agx + phy fy = Agy + uh, gxy) =k
h(x,y) =c.

2. Evaluar f en todos los puntos (x,y) obtenidos en el paso
anterior. El punto en donde se obtenga el valor mas grande se
alcanza un valor maximo de f’; en el valor més pequefio un valor

minimo de f.

b) ¢ El documento establece de manera explicita propiedades asociadas al tema

funciones de varias variables?

(x)Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuéles serian las propiedades

sefialadas en el documento?
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En el caso de las funciones de dos variables, se suele utilizar la
notacion z = f(x,y) para explicitar el valor obtenido al evaluar el
punto (x,y) en f. Las variables x y y son variables independientes y
Z es una variable dependiente.

Las funciones de dos variables son funciones tales que el dominio es
un subconjunto de R? y el ambito es un subconjunto de R.

Las funciones de dos variables pueden visualizarse por medio de un

diagrama de flechas, tal como se muestra en la Figura 1.

Figural

Diagrama de flechas de funcién de dos variables

flx,y)

0

5 5 T
(a,b) fla,b)

Nota. Tomado de Stewart et al. (2020).

N

En este caso, el dominio D es representado como un subconjunto en el
plano xy y el rango como conjunto de nimeros en la recta numérica,
a la cual se le denomino el eje z.

Sea f una funcién de dos variables que se representa Unicamente a
través de una férmula, es decir, el dominio no es especificado. El
dominio se entiende como el conjunto de pares ordenados (x, y) para
los cuales dicha formula define un nimero real.

Sea f:D — R una funcion de n variables, se tiene que D es un
subconjunto de R™.

Sea f una funcion de n variables y el criterio de esta, el dominio D de
f corresponde al conjunto de las n-tuplas (xi, x5, ..., x,) para las

cuales la expresion dada define un nimero real.
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No todas las funciones pueden representarse a través de una formula
explicita.

La curva de nivel f(x,y) = k corresponde al conjunto de todos los
puntos del dominio de f en los cuales f toma el valor de k. Es decir,
es una curva en el plano xy que representa la posicion en que la grafica
de f posee una altura k.

Las curvas de nivel f(x,y) = k son trazas de la de la gréfica de f en
el plano horizontal z = k proyectadas en el plano xy.

Es dificil visualizar geométricamente las funciones de tres 0 mas
variables.

En algunas ocasiones se utiliza la notacion vectorial para representar
una funcion f de n variables. Para ello se consideran los vectores x =
< X1, Xg, e, Xy > Y € =< Cq,Cq, ..., Cp > Y lanotacion f(x) en lugar
de f (x4, x5, ..., X5,), €sto con el fin de reescribir f de la manera f(x) =
c*X.

La derivada parcial de primer orden de f: D € R™ — R con respecto a
la i-ésima variable x;, se obtiene al seguir el procedimiento utilizado
en el célculo de una variable considerando las variables
X1, ey Xi—1, Xi41, -+ » Xn CONStantes y f como una funcién de la variable
X;.

Para denotar la derivada parcial de primer orden de f:D € R® - R

con respecto a la i-ésima variable x; se pueden utilizar las notaciones

Of 0f(x1,X2,-Xn) f f OD-f
| v xpr Ji i -

ax; ax;
La derivada parcial de primer orden de f: D € R? - R en el punto
(a,b) con respecto a la variable x, se interpreta geométricamente
como la pendiente de la recta tangente a la curva resultante de la
interseccion entre la curva f(x,y) = z y el plano y = b que pasa por

el punto f(a, b, f(a,b)). La derivada parcial de primer orden de f en
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el punto (a,b) con respecto a la variable y, se interpreta
geométricamente de manera analoga.

La derivada parcial de primer orden de f: D € R™ — R con respecto a
la i-ésima variable x;, no puede ser interpretada geométricamente si
n = 3.

La derivada parcial de primer orden de f: D € R™ — R con respecto a
la i-ésima variable x;, se interpreta como la razon de cambio de
f(xq, x5, ..., xn) CON respecto a x; cuando xy, ..., Xj_1, Xj41, -, Xy SON

consideradas constantes.
. 0%f . . . .
Las notaciones f, 0 pre indican que en primer lugar se deriva con

respecto a x y luego con respecto a y. Mientras que las notaciones f,,

%fF . .. .
0 97 indican lo contrario.
daxdy

Se considera la funcion z = f(x, y) tal que x y y son funciones de la
variable t, es decir, z es indirectamente una funcion de t, z =
f(g(t), h(t)). Lareglade la cadena establece una formula que permite
derivar z con respecto a t.

En el caso de la regla de la cadena, se consideran tres tipos de
variables: las variables independientes (t;,t,, ..., t,,), las variables
intermedias (x4, x5, ..., X,) Y la variable dependiente f(xy, x5, ..., x5,).
La regla de la cadena puede visualizarse por medio de un diagrama de

arbol, tal como se muestra en la Figura 2.
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Figura 2

Diagrama de arbol

9z dz
ax ady
X y
ax dx  dy ay
as at as at
s

t N t

Nota. Tomado de Stewart et al. (2020).
En primer lugar, se trazan ramas desde la variable dependiente z hasta
las variables intermedias x y y para indicar que z es una funcion de x
y y. Luego, se trazan ramas desde las variables x y y hasta las variables
independientes s y t. En cada rama se escribe la derivada parcial
correspondiente.
Sea f una funcion diferenciable de dos variables y se supone que
Vf(x) # 0.

o Laderivada direccional de f en x en la direccion de un vector

unitario u viene dada por D, f (x) = Vf(x) - u.
o Vf(x) sefiala la direccion de la razon méaxima de incremento
de f en x, y la maxima razon de cambio es |V f(x)]|.

o Vf(x) es perpendicular a la curva de nivel de f en x.
Existe un punto (a,b) donde f posee un méximo local, es decir,
f(a, b) es mayor que los valores cercanos f(x,y). Del mismo modo,
existe un punto (a, b) donde f posee un minimo local donde f(a, b)
es menor que los valores cercanos f(x,y). EI mayor valor de f(x,y)
en el dominio de f es el maximo absoluto, asi como el menor valor es
el minimo absoluto.
Si f posee un maximo o minimo local en (a,b) y las derivadas

parciales de primer orden de f existen, entonces f,(a,b) =0y
fy(a,b) = 0.
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Un punto (a, b) se denomina punto critico o punto estacionario de f si
fx(a,b) =0y f,(a,b) = 0, o si una de estas derivadas parciales no
existe.

Si (a, b) es un punto critico de f tal que f,(a,b) =0y f,(a,b) =0,
entonces f(a, b) es un valor maximo local, un valor minimo local o
ninguno. En el Gltimo caso, (a,b) se conoce como un punto de
ensilladura de f.

Los posibles valores para A en el método de los multiplicadores de
Lagrange no se necesitan para establecer una conclusion.

Las ecuaciones f, = A9y, fy = g, Y g(x,¥,) = k se derivan de
la ecuacion vectorial Vf (x,y) = AVg(x,y).

Sid # 0yx =x5Yy =y, esunasolucion del sistema de ecuaciones
del método de los multiplicadores de Lagrange, se tiene que
Vf(xo,v0) Y Vg(xo, o) son paralelos.

Si 4 = 0, entonces f,(xo,¥0) = 0, f;,(x0,¥0) = 0, f(x0,¥0,) =
0y (xo, o) €S un punto critico de f. Por tanto, f,.(x,, yo) €s un posible
valor extremo de f.

En el método de los multiplicadores de Lagrange para funciones de

tres variables se consideran las siguientes ecuaciones:

fr =4x f =29y f =49, 9xyz) = k.

c) ¢El documento establece de manera explicita la evolucion historica del tema

funciones de varias variables?

( )Si (x)No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cual seria el desarrollo historico

descrito en el documento?
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2.2.

Andlisis de contenido

a) ¢El documento establece de manera explicita conceptos asociados al tema

funciones de varias variables?

(x)Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuales serian los conceptos

sefialados en el documento?
Funcion de n variables, grafica de una funcion de 2 variables, curvas de nivel,
derivada parcial de primer orden, derivada parcial de segundo orden, ecuacion

de Laplace, vector gradiente, extremos locales y extremos absolutos.

b) ¢ El documento establece de manera explicita procedimientos asociados a la

resolucion de tareas del tema funciones de varias variables?

(x)Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuales serian los procedimientos

descritos en el documento?

Evaluar un punto en el criterio de una funcion de n variables.
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Dibujar un boceto del dominio de una funcion de n variables a mano y por
medio de un programa computacional.

Encontrar el dominio de una funcion de una funcion de n variables.
Identificar puntos de una funcion de n variables en todas sus representaciones.
Dibujar un boceto de la grafica de una funcién de 2 variables a mano y por
medio de un programa computacional.

Aproximar puntos de una funcién de n variables a través de su mapa de
contorno.

Dibujar un boceto de las curvas de nivel de una funcion de n variables para
determinados valores de la constante k.

Dibujar un boceto de las curvas de nivel de una funcion de n variables.
Encontrar las derivadas parciales de una funcion de n variables.

Utilizar la regla de la cadena para determinar la derivada parcial de una funcion
de n variables compuestas.

Interpretar geométricamente las derivadas parciales de una funcion de n
variables.

Resolver problemas en contextos reales que involucran funciones de n
variables.

Identificar el vector gradiente de una funcion de n variables.

Identificar puntos criticos de una funcién de n variables.

Identificar los extremos locales de una funcion de n variables.

Utilizar el criterio de la segunda derivada para determinar los extremos locales
de una funcién de n variables, o bien, los puntos de ensilladura.

Identificar extremos absolutos de una funcion.

Identificar los extremos locales de una funcién de n variables sujetas a una o

varias restricciones por medio del método de los multiplicadores de Lagrange.

c) ¢El documento establece de manera explicita representaciones de los

conceptos asociados al tema funciones de varias variables?
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(x)Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuales serian las representaciones

sefaladas en el documento?

Simbdlica, algebraica, verbal, gréfica, tabular, iconicas y ejecutables.

d) ¢El documento establece de manera explicita fenémenos asociados al tema

funciones de varias variables?

( x)Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuales serian los fendmenos

descritos en el documento?

Identificacién de puntos extremos en formas de relieve (por ejemplo,
montafias) en diferentes direcciones.

Identificacion de la capacidad méxima de espacio dentro de un objeto (en
forma de figura 3D).

Identificacién de las dimensiones de un objeto (en forma de figura 3D) que
maximizan la capacidad dentro de este y minimizan la cantidad de materiales
requeridos para confeccionarlo.

Disefio de la estructura de edificios que permitan mantener temperaturas
determinadas.

Determinar las caracteristicas deseadas para lograr el rendimiento 6ptimo de
un proceso (por ejemplo, en agricultura).

Determinar la diversidad presente en un ecosistema.

Determinar la cantidad de la poblacidn que carga con un gen especifico.

El método de los minimos cuadrados.
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2.3.

Determinar la produccion total de acuerdo con la cantidad de trabajo y la

inversion economica requerida (modelo Cobb-Douglas).

Analisis cognitivo

a) ¢El documento establece de manera explicita los objetivos de la ensefianza

del tema funciones de varias variables a estudiantes de Economia?

( )Si (x)No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cudles serian los objetivos

sefialados en el documento?

b) ¢En base a la informacion expuesta en el documento es posible establecer

limitantes en el aprendizaje del tema funciones de varias variables?

( )Si (x)No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuales serian las limitantes

identificadas?
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c) ¢El documento establece de manera explicita tareas matematicas asociadas

al tema funciones de varias variables?

( x)Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuales serian las tareas sefialadas

en el documento?

En 1928 Charles Cobb y Paul Douglas publicaron un estudio en el que se
modelizé el crecimiento de economia norteamericana en el periodo 1899-1922.
Este buscé establecer una vision simplificada de la economia en la cual la

produccion fue determinada por la cantidad de trabajo y capital invertido.

Pese a que otros factores influyen en el desarrollo econdmico, este modelo
probd ser bastante preciso. La funcion que Cobb y Douglas utilizaron para
modelizar la produccién tenia la forma P(L, K) = bL*K*~¢ (a), en donde P es
el total de produccion (el valor monetario de todos los productos producidos
en un afio), L es la cantidad de trabajo (el nimero total de horas por persona
trabajadas en un afo) y K es la cantidad de capital invertido (el valor monetario

de toda la maquinaria, equipo y edificios).

Los economistas utilizaron la informacién publicada por el gobierno para crear

la Tabla 9 que se muestra a continuacion.
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Tabla 9

Produccién en el periodo 1899-1922

Afio

1899 100 100 100
1900 101 105 107
1901 112 110 114
1902 122 117 122
1903 124 122 131
1904 122 121 138
1905 143 125 149
1906 152 134 163
1907 151 140 176
1908 126 123 185
1909 155 143 198
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1910

1911

1912

1913

1914

1915

1916

1917

1918

1919

1920

1921

1922

159

153

177

184

169

189

225

227

223

218

231

179

240

147

148

155

156

152

156

183

198

201

196

194

146

161

208

216

226

236

244

266

298

335

366

387

407

417

431
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Nota. Tomado de Stewart et al. (2020).

Ellos tomaron el afio 1899 como base y a las variables P, L y K de este se les
asigno el valor de 100. Los valores de los otros afios se expresaron como

porcentajes de los valores de 1899.

-, P L -
La funcion (a) puede expresarse de la manera ln; = Inb +aln;, si se

considerax = ln% yy=In g. Es decir, la ecuacion (a) puede ser representada
como la ecuacion lineal y = ax + Inb. Si se utiliza la tabla anterior para crear
una nueva tabla de valores considerando ln% y lng para los afios 1899-1922.
Utilizando el método de minimos cuadrados se puede encontrar la recta de
regresion lineal que pasa por los puntos (ln% lng) y expresar la funcion de

produccion de Cobb-Douglas de la manera P = 1.01L%7°K %25 (verifique).

s . ~ oP . -z
Ademas, es necesario sefialar que 5. representa la razon en que la produccion
cambia con respecto a la cantidad de trabajo, a esta se le denomina

. : : . opP
productividad marginal del trabajo. De manera anéloga, a o Se le llama

productividad marginal de capital.

A continuacién, se utilizan las derivadas parciales para demostrar como a partir

de (a) se obtienen las siguientes afirmaciones sobre la economia.

e Si el trabajo o el capital desaparecen, también lo hara la produccién.

e La productividad marginal del trabajo es proporcional a la cantidad de
produccién por unidad de trabajo (P/L).

e La productividad marginal del capital es proporcional a la cantidad de

produccidén por unidad de capital (P /K).

. . ., oP P
Si la segunda afirmacion se expresa de la manera . = @7 con a constante y

K se mantiene constante (K = K;)), esta ecuacion diferencial parcial se
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R ., . . . . apr P
convierte en una ecuacion diferencial ordinaria - =ar. Resuelva esta

ecuacion diferencial separable para probar que P(L,K,) = C,(Ky)L*, en
donde C, se escribe C, (K,) porque puede depender del valor de K,. De manera
similar, compruebe que si L se mantiene constante (L = L,) entonces

P(L,K) = Cy(Ly)KP.

Concluya que P(L, K) = bL*K? donde b es una constante independiente de L
y K. Cobb y Douglas asumieron que a + § = 1, de manera que obtuvieron la
ecuacion (a). En este caso, si el trabajo y capital incrementan por un factor m,

¢por cual factor incrementa la produccion?

Asimismo, los economistas utilizaron la funcion P(L,K) = 1.01L%7>K %25
para modelar la economia norteamericana de 1899 a 1922. Encuentre la
productividad marginal del trabajo y la productividad marginal del capital del
afio 1920 (L = 194, K = 407) e interprete los resultados. En este afio, ¢qué
hubiese beneficiado mas a la produccion, un aumento en el capital invertido o

en lo relativo al trabajo?

Tomando en consideracion (a) tal que b y a son constantes positivasy a < 1,
suponga que m es el costo de unidad de trabajo, n es el costo de unidad de
capital y p es la cantidad de délares que la compafiia tiene presupuestado
gastar. Maximice la produccion P sujeta a la restriccion mL +nK = p.
Demuestre que la produccion maxima se obtiene cuando L = % YK = %.
Finalmente, suponga que la produccion se expresa de la forma bLAK1~¢ = Q
en donde Q es constante. ¢Cuales son los valores de L y K que minimizan la

funcidn del costo C(L,K) = mL + nK.
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4.

Informacion relacionada a la tematica en cuestion

2.4.

Anélisis conceptual

d) ¢El documento establece de manera explicita definiciones asociadas al tema

funciones de varias variables?
(x)Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuales seria las definiciones

expuestas en el documento?

Funcion multivariable
Una funcién multivariable tiene mas de una variable como argumento.
Derivada parcial de primer orden

La derivada parcial de una funcion y = f(xq, x5, ..., X,) con respecto al

9 . 9
argumento  x; Se  denota % y viene dada por % =
i i

I f(xl,... ,xi+Axl.,...,xn)—f(xl,...,xi,...,xn)
m

Axi—>0 Axi

, siempre que el limite exista.

Derivada parcial de segundo orden

La derivada parcial de segundo orden determina la medida en que la derivada
parcial de primer orden de una funcion multivariable con respecto a un
argumento cambia al realizar una pequefia variacion en este, o bien, al realizar
una pequefia variacion en el otro argumento (derivadas cruzadas).

Regla de la cadena

Si los argumentos de una funcién diferenciable y = f (x4, x5, ..., x;,;) Son a su

vez funciones diferenciables de las variables t,...,t, tales que x; =

gty . tm), X2 = g2ty tm), .en Xp = g™(tq,...,ty), donde
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axl

g'(ty,..., ty) es la i-ésima funcion multivariable, entonces a—i’ = fi- -
i 1

0% . 9%n _ 9
fZ atz + + fn ati con fn - axi'

Matriz Hessiana

La matriz de tamafio n X n compuesta por las derivadas parciales de segundo
orden de una funcion y = f(xy,x;,...,Xx,) en donde la entrada (i,j)
corresponde  a la  derivada  parcial de  segundo  orden
fij(x1,..., x5, %), ..., x,) recibe el nombre de matriz Hessiana de y. En
donde los menores principales corresponden a los determinantes de las
submatrices principales.

Matriz definida positiva

Una matriz de tamafio n X n es definida positiva si y solo si los n menores
principales son estrictamente positivos.

Matriz definida negativa

Una matriz de tamafio n X n es definida positiva si y solo si los n menores
principales alternan su signo y el primero es negativo.

Condicién suficiente para un méaximo local

Silafuncion y = f(xq, x5, ..., X,) POSee un punto estacionario (xj, x3,...,xn)
y la matriz Hessiana evaluada en este es definida negativa, entonces en
(x31,x3,...,x5) se alcanza un maximo local de y.

Condicidn suficiente para un minimo local

Silafuncion y = f (x4, x5, ..., X,) POSee un punto estacionario (xj, x3,...,xn)
y la matriz Hessiana evaluada en este es definida positiva, entonces en
(x7,x3,...,x5) se alcanza un minimo local de y.

Punto de ensilladura

Silafuncion y = f (x4, x5, ..., X,,) POSee un punto estacionario (xj, x3,...,x,)
y la matriz Hessiana no es definida positiva ni definida negativa, entonces
(x1,x5,...,x5) corresponde a un punto de ensilladura de y.

Optimizacion
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Las técnicas matematicas que se utilizan para identificar los resultados 6ptimos
(valores extremos) de modelos econdmicos (funciones multivariables) se
denominan métodos de optimizacion.
Lagrangiano
El Lagrangiano para problemas de maximizacion restringida o minimizacién
restringida con la funcién objetivo f (x4, x5, ..., x,,) Sujeta a las restricciones de
igualdad g, (x4, x5, ..., X)) = ¢; con i =1,...,mviene dado por
L(%1, X, iy Xy A1y s A) = f (X1, X5, e, Xp) —

Yiti i (9:(xq, %2, ..., %) — ¢;), en donde x4, x,, ..., x, son variables por
escoger y cada A; se conoce como un multiplicador de Lagrange.
Método de los multiplicadores de Lagrange
El problema de optimizacion con restricciones correspondiente al Lagrangiano
se resuelve al solucionar el sistema de ecuaciones que se obtienen de las
derivadas parciales de primer orden de este con respecto a cada uno de los
argumentos de la funcion objetivo igualadas a cero y la restriccion de igualdad

6L(x1,x2,...,xn,ll,...,/lm) — O 6L(x1,x2,...,xn,ﬂl,...,lm) —
axz ey ax

(aL(xl,xz,...,xn,ll,...,)Lm) — 0

Ox

1 n

0,91(%1, %0, ey Xp) = Ciyever Gm (X1, X2, 0y, X)) = Cpp >

e) ¢El documento establece de manera explicita propiedades asociadas al tema

funciones de varias variables?
(x)Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuales serian las propiedades

sefialadas en el documento?

e En econometria, una variable que identifica una caracteristica

cualitativa y toma los valores 0 0 1 se denomina variable ficticia.
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La derivada parcial de una funcion multivariable con respecto a uno de
sus argumentos representa la razén de cambio del valor de esa funcion
debido a un pequefio cambio en ese argumento mientras que todas las
otras variables, las cuales también son argumentos de la funcion, se
mantienen constantes.

La derivada parcial permite observar el efecto que resulta de un cambio
en uno de los argumentos de una funcion multivariable, esto con la
finalidad de aislar la influencia de dicho factor.

La notacion de una derivada parcial refleja su relacion con la derivada

de una funcion de una variable y la manera en que se diferencia de esta.

] ] . - L
En % el simbolo @ reemplaza el simbolo d utilizado en la derivacion
i

de funciones de una variable.

Para representar la derivada parcial de wuna funcion y =
f (x4, %3, ..., x,) cON respecto al argumento x; se pueden utilizar las
notaciones %,%f(xl,xz, e, %) 0 Fi(01, Xgy s %) SiZ = F(x,7),
para la derivada parcial con respecto al argumento x también se pueden
utilizar £, (x,y) 0 f5.

La derivada parcial de una funcion multivariable con respecto a uno de
sus argumentos se encuentra aplicando las reglas de derivacion en una
variable y tratando todos los otros argumentos de la funcion como
constantes.

Al considerar una funcion de dos variables, la derivada parcial se puede
interpretar como la pendiente de la recta tangente a una porcion de la
gréafica de esta, en donde se mantiene constante un factor mientras que
se modifica el nivel del otro factor.

Las derivadas parciales de segundo orden de una funcion y =
62

f(x1,x,) se denotan de la manera f;;(xq,x;) = #, fi2(x1,%3) =
1

a%f

_o°r o°r
axlaxz’

0%f
fo1(x1,%2) = myfzz(xpxz) = oxZ
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Una funcion multivariable se denomina compuesta si sus argumentos
también son funciones que dependen de otra variable.

La solucion de muchos tipos de modelos econdmicos requiere la
identificacion de un resultado dptimo, cuya caracterizacion requiere de
la identificacion de un valor extremo de la funcién (maximo o minimo).
La determinacion de este se denomina optimizacion si el punto
representa el mejor resultado econémico posible.

El diferencial total dy de wuna funciébn multivariable y =
f(xq, x5, ..., x,) viene dado por dy = fi(x1, x5, .., %) dx; +
fo(x1, X9, vy X)) dXy + ..+ fr(Xq, X3, o, X)) dX, donde
fi(xq, x5, ..., x,) representa la derivada parcial de la funcion con
respecto al i-ésimo argumento.

El punto estacionario de una funcion multivariable corresponde a un
conjunto de valores de los argumentos de la funcion (xj,x3,...,x5)
tales que el diferencial total es cero para cualquier conjunto de valores
(dxq,dx,, ...,dx,). En otras palabras, el punto estacionario
corresponde al punto donde todas las derivadas parciales se anulan.

Si lafuncién y = f (x4, x5, ..., x,,) €s diferenciable con respecto a cada
uno de los argumentos en el dominio y alcanza un maximo o minimo
en el punto estacionario (xi,x5,...,x;) que también pertenece al
dominio, entonces cada una de las derivadas parciales evaluadas en este
punto son iguales a cero. Es decir, f;(x1,%2,...,%,) = 0,
folx1, %9, o, xp)dxy, = 0, ..., f(xq, %5, ..., %,) = 0.

El segundo diferencial total de una funcion bivariable y = f(x, x,)
viene dado por d?y = f;,(dx;)? + fo(dx3)? + 2f1,(dx; - dxy).
Si el segundo diferencial total evaluado en un punto estacionario de la
funcion f(x,,x,) €S negativo para dx, y dx,, entonces el punto

estacionario representa un maximo local de la funcion.
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Si el segundo diferencial total evaluado en un punto estacionario de la
funciéon f(x;,x,) es positivo para dx; y dx,, entonces el punto
estacionario representa un minimo local de la funcion.

Si la funcion y = f(xq,x,) posee un punto estacionario (xj,x3),
fir(xi, x3) < 0y fia (1, x3) f22 (1, x3) > (f12(x1, x3))?, entonces la
funcién alcanza un maximo local en este punto estacionario. Lo
anterior implica que f,,(x37,x3) < 0.

Si la funcion y = f(xy,x,) posee un punto estacionario (xj,x3),
fir(xi,x3) > 0y fi1(xq, x3) f22 (X1, %3) > (fi2(x1, x3))?, entonces la
funcidén alcanza un minimo local en este punto estacionario. Lo anterior
implica que f5,(x1,x;) > O.

Si las derivadas parciales f;; y f,, poseen signos opuestos (una es
positiva y la otra es positiva) en un punto estacionario, este se conoce
como punto de ensilladura.

Las condiciones mencionadas en los tres puntos anteriores son
suficientes, pero no necesarias. En particular, estas condiciones no
permiten caracterizar el punto estacionario (xj, x3) si f11(x1,x3) = 0,
fo2(x1,%3) = 00 fi1(x7,%3) f2(x1, %3) = (fi2(x1,%3))%.

Si la matriz Hessiana de una funcion es negativa semidefinida en el
dominio correspondiente, entonces un punto estacionario de este es un
méaximo global.

Si la matriz Hessiana de una funcién es positiva semidefinida en el
dominio correspondiente, entonces un punto estacionario de este es un
minimo global.

El problema bésico de optimizacion con restricciones refleja la tension
entre lo que es deseado y lo que se puede obtener.

La funcion objetivo enlaza el nivel de las varias variables de eleccién

con el objetivo final del problema.
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La restriccion es la fuente de intercambio entre las diferentes opciones
y presenta los limites alcanzables en el valor de los argumentos de la
funcién objetivo.

El conjunto factible de un problema de optimizacion con restricciones
es el conjunto de argumentos de la funcion objetivo que satisfacen
todas las restricciones del problema simultaneamente.

Las restricciones de igualdad son restricciones que se cumplen
exactamente.

Las restricciones de desigualdad permiten que una funcién de una o
mas de variables de eleccion ser menor o mayor que algun nivel.

El multiplicador de Lagrange representa el cambio en el valor 6ptimo
de la funcién objetivo de acuerdo con un pequefio cambio en la
restriccion.

Sea el Lagrangiano de una funcion de n variables L(xq, x5, ..., Xp)
sujeta a m restricciones g;(xq,x3,...,x,) = ¢; con i = 1,...,m
asociadas a los multiplicadores de Lagrange A;. La matriz Hessiana

orlada corresponde a:

— R a a —_
R dxy 9%,
o 0 O
A 0g,, g,

o o o Bm . 8w
98, g, L 9°L
ox, ax;  oxf 0x,0x,,
ag, g, 0L L
ax, dx, 0x10x, ox?

En donde 0 representa el vector columna (m — 2) x 1 con todas las

entradas iguales a 0; 0 el vector fila (m — 2) x 1 con todas las entradas

iguales a 0, y 0 una matriz de tamaio (m — 2) X (m — 2) con todas

las entradas iguales a 0.
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e Se considera el Lagrangiano de una funcién objetivo de n variables
sujetas a m restricciones. Si el determinante de la matriz Hessiana orlada
evaluada en un punto estacionario determinado tiene el mismo signo que
(—=1)™y los n — m menores principales alternan el signo, en este punto
estacionario se alcanza un maximo.

e Se considera el Lagrangiano de una funcién objetivo de n variables
sujetas a m restricciones. Si el determinante de la matriz Hessiana orlada
evaluada en un punto estacionario determinado y los n —m menores
principales tienen el mismo que (—1)™, en este punto estacionario se
alcanza un minimo.

e Si las condiciones descritas en los dos puntos anteriores no se cumplen
para menores principales no nulos, el punto estacionario no representa
un valor minimo ni un valor méximo de la funcion.

f) ¢El documento establece de manera explicita la evolucién histérica del tema

funciones de varias variables?

( )Si (x)No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cudl seria el desarrollo historico

descrito en el documento?
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2.5.

Anadlisis de contenido

e) ¢El documento establece de manera explicita conceptos asociados al tema

funciones de varias variables?

(x)Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuéles serian los conceptos

sefialados en el documento?

Funcién multivariable, derivada parcial de primer orden, derivada parcial de
segundo orden, regla de la cadena, matriz Hessiana, matriz definida positiva,
matriz definida negativa, condicion suficiente para un maximo local, condicion
suficiente para un minimo local, punto de ensilladura, Optimizacion,

Lagrangiano, método de los multiplicadores de Lagrange.

f) ¢El documento establece de manera explicita procedimientos asociados a la

resolucion de tareas del tema funciones de varias variables?

(x)Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuéles serian los procedimientos

descritos en el documento?

Modelar problemas de contextos reales que involucran funciones
multivariables.

Resolver problemas de contextos reales que involucran funciones
multivariables.

Dibujar un boceto de la grafica de una funcion multivariable.

Calcular de las derivadas parciales de una funcion multivariable.
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Interpretar geométrica de las derivadas parciales de una funcion multivariable.
Interpretar de las derivadas parciales de una funcion multivariable como razon
de cambio.

Evaluar las derivadas parciales de una funcion multivariable en un punto dado.
Identificar funciones multivariables compuestas.

Utilizar la regla de la cadena para calcular las derivadas parciales de una
funcion multivariable compuesta.

Identificar extremos locales y puntos de ensilladura de una funcién
multivariable.

Identificar puntos estacionarios de una funcion multivariable.

Identificar extremos locales y puntos de ensilladura de una funcién
multivariable por medio de las derivadas parciales de segundo orden.
Identificar la matriz Hessiana de una funcion multivariable.

Clasificar una matriz en definida positiva y definida negativa.

Calcular los menores principales de una matriz.

Identificar extremos locales y puntos de ensilladura de una funcién
multivariable por medio del criterio de la matriz Hessiana.

Identificar la matriz Hessiana orlada de una funcion multivariable.

Calcular los determinantes de una matriz.

Identificar los extremos locales o puntos de ensilladura de una funcién
multivariable sujetos a restricciones por medio del método de los
multiplicadores de Lagrange.

Identificar los extremos locales o puntos de ensilladura de una funcién

multivariable por medio del criterio del Hessiano orlado.

g) ¢El documento establece de manera explicita representaciones de los

conceptos asociados al tema funciones de varias variables?

(x)Si ( )No
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En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuales serian las representaciones

sefaladas en el documento?

Simbolica, algebraica, verbal, grafica, y tabular.

h) ¢El documento establece de manera explicita fendmenos asociados al tema

funciones de varias variables?

(x)Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuéles serian los fenGmenos

descritos en el documento?

Maximizar el beneficio total de un monopolista que ofrece sus servicios a
diferentes grupos de consumidores (a diferentes precios).

Determinar la cantidad de publicidad que maximiza los beneficios de un
monopolista (buscar la cantidad de dinero éptimo que deberia invertirse).
Determinar los niveles de inflacién que maximizan los ingresos por antigiedad
del dinero.

Determinar los niveles de impuestos que maximizan los ingresos por impuesto
de la renta.

Determinar los niveles de inflacion e impuestos que maximizan los ingresos
del gobierno.

Determinar el nivel de educacion y la cantidad de afios de experiencia que
maximizan la remuneracién econdémica de una persona.

Determinar la cantidad de paginas de una revista que tratan teman diversos con
el fin de maximizar las ventas de esta.

Determinar la cantidad de trabajo y capital que maximiza la produccion de una

empresa.
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2.6.

Determinar la cantidad de publicidad (propia y de rivales) que maximiza los
beneficios de una empresa (la cantidad de dinero éptimo que deberia
invertirse).

Determinar la cantidad de ventas (en diferentes regiones) que maximizan los
beneficios de una empresa.

Determinar la cantidad de produccion en las diferentes plantas de una empresa
que maximiza los beneficios para esta.

Determinar las condiciones 6ptimas de un proceso que minimizan los costos
para una empresa.

Determinar la cantidad de horas de trabajo y de ocio que maximizan la
productividad de una persona.

Determinar la cantidad méxima de productos que se pueden comprar dado un

presupuesto.

Anélisis cognitivo

d) ¢El documento establece de manera explicita los objetivos de la ensefianza

del tema funciones de varias variables a estudiantes de Economia?

( )Si ( x)No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cudles serian los objetivos

sefialados en el documento?
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e) ¢En base a la informacion expuesta en el documento es posible establecer

limitantes en el aprendizaje del tema funciones de varias variables?

( )Si (x)No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuales serian las limitantes

identificadas?

f) ¢El documento establece de manera explicita tareas matematicas asociadas

al tema funciones de varias variables?

(x)Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuéles serian las tareas sefialadas

en el documento?

Tarea 1
Los beneficios de dos empresas fabricantes de cigarrillos, Cambells (C) y
Marlbury (M), dependen de los presupuestos publicitarios de las propias
empresas y de los presupuestos publicitarios de sus respectivos rivales de la
siguiente manera:
I, = 10004, — A% — A%,
Iy, = 10004,, — AyAc — A%
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En estas ecuaciones, 1. y A, representan los beneficios y el presupuesto de

publicidad de Cambells, asi como IT,, y A, representan los beneficios y el

presupuesto de publicidad de Marlbury.

Tarea 2

Suponga, inicialmente, que cada empresa toma el presupuesto de
publicidad de su rival como un parametro exdgeno. Encuentre el
presupuesto de publicidad Optimo para cada empresa. Ademas,
encuentre los beneficios de cada una. Demuestre que este nivel
representa los beneficios méaximos.

Suponga que las empresas se fusionan y, aunque se mantienen las
marcas separadas, las personas a cargo de la unién seleccionan un A.
y Ay con el fin de maximizar IT = I1; + I1,,. Determine Ac y Aj;. ¢L0S
beneficios son mayores previos o luego de la uniéon? (En lugar de
resolver para II, identifique si A- y Ay difieren de los resultados
difieren de los encontrados en el primer punto. Si esto sucede, ¢qué
implica?).

Las personas encargadas de la nueva empresa derivada de la unién
deben decidir si mantener las marcas separadas y productos
diferenciados (lo cual implica dos campafias de publicidad diferentes)
0 mantener solo una marca. Si esta mantiene Unicamente una de las
marcas, no hay diferencia en la publicidad. Lo anterior ya que la
funcion de beneficios, 11, es la suma de los beneficios de las funciones
dadas inicialmentey A = A, = A,;. ¢Qué sucede si P representa la no
diferenciacion de los productos A = A, = Ay? ¢(Cudl estrategia lleva

a la empresa a obtener mayores beneficios?

La funcion de produccion de Cobb-Douglas corresponde a Q = AK*L'™9,

donde Q representa la cantidad de productos, K es la cantidad de capital

invertido y L es la cantidad de trabajo que se requirié. Suponga que una

empresa debe apegarse a la siguiente funcion lineal que refleja su presupuesto
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C = wL + rK, donde C es la cantidad total de dinero, w es la tasa salarial y r
es la tasa de alquiler del capital.
e Determine la funcion de Lagrange que permite maximizar la
produccion dada un presupuesto C.
e Determine la funcién de Lagrange que permite minimizar la cantidad

total de dinero para obtener una produccion especifica.
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6.

2.7.

Informacion relacionada a la tematica en cuestion

Anélisis conceptual

g) ¢El documento establece de manera explicita definiciones asociadas al tema

funciones de varias variables?

(x)Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuales seria las definiciones

expuestas en el documento?

Funcion de n variables

Sea A € R™ un conjunto no vacio, con n un entero positivo. Se define f: A -
R como una funcién de n variables, si f es una relacion que asocia a cada n-
tupla a € A un Unico elemento b € B, donde f(a) = b.

Superficies

Una superficie es el conjunto de todos los puntos (x,y,z) € R3, cuyas
coordenadas satisfacen la ecuacion F(x,y,z) = 0, donde F:R3 - R es un
campo escalar.

Gréfica de una funcion de dos variables

Sea f: A - B una funcién de dos variables (es decir A € R?). El conjunto de
todos los puntos (x,y,z) € R® que satisfacen la ecuacion z = f(x,y)
conforman una superficie en el espacio, la cual se conoce como la grafica de
f.

Curvas de nivel

Dada una superficie z = f(x,y) y el plano z = k, con k € R, a la curva de
interseccion resultante entre la superficie y el plano se denomina curva de

nivel. Es decir, la curva de nivel obtenida a travées del plano z = k viene dada
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por C, :={(x,y,2z) € R / f(x,y) = k}. Méas aln, se denomina mapa de
contorno a un conjunto de curvas de nivel C,, proyectadas en el plano xy.
Derivada parcial de primer orden

Sea f: A - R una funcidn de n variables, f posee n derivadas parciales de

: af of of of .
primer orden dados por o oy B donde axi(xlr---'xn) =

lim F(XpeaXi—pXiH X4 1,00X0) = f(X1,..%0)
h—0 h '

Vector gradiente
Sea f: A - B, con A S R" abierto, cuyas derivadas parciales de primer orden
existen. Se define el vector gradiente f (o simplemente el gradiente), denotado

Vf o grad(f), como el operador diferencial Vf:A - R" con Vf :=

t

2
("’_f o a;) es decir, es el vector formado por todas las derivadas

axl a_xz
parciales de primer orden.
Regla de la cadena

Sea z = f(u,v) una funcion diferenciable. Ademas, u=g(x,y) y v=

du ou av

h(x,y) son funciones para las cuales existen las derivadas paruales < 3y 9%

d - .
y 5. Entonces, z es una funcion de x y y, y ademas:

. 0z _ 0z Odu dz 0v
ax  du ox dv Ox

. 0z _ 0z 9du , 0z Ov
ay_au dy dv 0y

Derivadas parciales de segundo orden

Sea f: A - R de dos variables tal que sus derivadas parciales existen, y a su
vez las derivadas parciales de estas también existen. Las derivadas parciales de
orden dos de f son:

2f 6f)

o = ax( con notacion alternativa: f,
*f _ 0 (af)

* 557 5y 5y cON notacion alternativa: f,,
% f _ af)

* 5y ax(a con notacion alternativa: f,
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%f @

6f)
yox = oy (a con notacion alternativa: f,,

Adicionalmente, a las derivadas f,, Y f,x se les conoce como las derivadas

mixtas o cruzadas.
Laplaciano

Sea f:A — R una funcion de dos variables cuyas derivadas parciales de
segundo orden (al menos las no cruzadas) existen. Se define el laplaciano de

9%f | 9%f :
w2t S decir,

f, denotado V2f, como el operador diferencial V2f =
corresponde a la suma de todas las derivadas parciales de segundo orden,

exceptuando las cruzadas. En general, si f es una funcion de n variables, se

2 2 2
tiene que V2f = Z a;; a£+~-+af.

x1 Oxn

Maximo relativo

Sea f:A — R una funcidon de dos variables y P = (x,,y,) un punto que
pertenece a su dominio. Se dice que f alcanza un maximo relativo 0 maximo
local en P, si existe una region abierta B de A, que contiene a P, tal que:
f(x0,¥0) = f(x,¥), V(x,y) € B.

Minimo relativo

Sea f:A — R una funcion de dos variables y P = (x,,y,) un punto que
pertenece a su dominio. Se dice que f alcanza un minimo relativo o0 minimo
local en P, si existe una region abierta B de A, que contiene a P, tal que:
f(x0,¥0) < f(x,¥), V(x,y) € B.

Punto critico

Sea f: A — R una funcion de dos variables y P = (x,,y,) un punto en A.

Suponga que A es un conjunto abierto y que f posee derivadas parciales
continuas en A. Se dice que P es un punto critico de f SI (P) y (P) son

ambas cero, o bien, alguna de ellas no existe.

Punto silla
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Sea f:A = R una funcion de dos variables y P = (x,,¥,) un punto que
pertenece a su dominio. Se dice que f alcanza un punto silla o punto de
ensilladura en P, si para toda region abierta B de A, que contiene a P, se cumple
que existen (x, y1), (x2, ) € B talesque f(x1,y1) < f(x0,¥0) < f(x2,¥2)-
Matriz Hessiana

Sea f: A = R una funcion de n variables tal que A es abierto y las derivadas
parciales de segundo orden de esta son continuas en A. La matriz Hessiana de

en el punto x € 4, denotada H¢(x) € R™ ™, corresponde a la matriz:
f

o*f o*f o*f
a_xf ) 0x,0x, (%) 0x,0x, (%)
0% f 0%f 0%f
Hg (%) = | 9x,0x, (x) a_xg @) 0x,0%x, (x)
0’f o o
0x,0x, ) 0x,0x, @) O_x,% )

Matriz para la cual se definen los menores principales como los

determinantes:

o*f o’ f o*f

a_xf ) 0x,0x, € dx,0xy (%)

0°f 0°f 0°f
Ap(x) = 0x,0x, a_x%(x) dx,0xy (x)

i

conk = 1,2,...,n. Esdecir, 4; (x) corresponde al determinante de la submatriz
principal k X k de la matriz Hessiana.

Criterio de clasificacion (funciones de dos variables)

Sea f: A — R una funcion de dos variables con derivadas parciales de segundo
orden continuas en A, con A abierto. Suponga ademas que P = (xg, y,) €S un
punto de A tal que Vf (x,, yo) = 0y que el determinante de la matriz Hessiana

H¢(x01Y0) se denota de la forma A(P). Entonces, se cumple que:

e SiA(P) > 0, entonces:
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. 92 .. .
Si a_x]; (P) > 0, entonces f alcanza un minimo relativo en P.

. 92 , . .
o Si a_x]; (P) < 0, entonces f alcanza un maximo relativo en P.
Si A(P) < 0, entonces P no es un extremo relativo de f, ya que es un
punto silla.

Si A(P) = 0, entonces el criterio no define. Es decir, P podria ser un
extremo relativo o no serlo, pero no es posible estar una conclusion a

través de este criterio.

Matriz definida

Sea f: A — R una funcién de n variables con derivadas parciales de segundo

orden en A, con A abierto. Sea ademéas P una n-tupla de A.

Si 4 (x) > 0 para cada k = 1,2, ...,n, entonces se dice que Hs(P) es
una matriz definida positiva.
Si (=1)*4,(P) > 0 para cada k = 1,2,...,n, entonces se dice que

H¢(P) es una matriz definida negativa.

Criterio de clasificacion (funciones de n variables)

Sea f: A - R una funcién de n variables con derivadas parciales de segundo

orden continuas en A, con A abierto. Suponga ademas que P es una n-tupla de

Atal que Vf(P) = 0. Entonces se cumple que:

Si He(P) es definida positiva, entonces f alcanza un minimo relativo
en P.
Si Hy(P) es definida negativa, entonces f alcanza un maximo relativo
en P.
Si H¢(P) no es definida positiva ni definida negativa, entonces:

o Sid4,(P) # 0, entonces P es un punto silla de f.

o Si4,(P) = 0, entonces el criterio no define.
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Funcion de Lagrange

Considere el problema de hallar los extremos relativos de f: A — R funcion de

n variables sujetas a las m restricciones g; (x4, ...

,Xp) = 0,parai =1,2,..,m.

Se define la funcién de Lagrange, o bien, el Lagrangiano de la forma

L(xq, oy Xy Agy s A) = F(Xq, o) X)) + Z?zlligi(xl, ., Xp), donde A; €

R, con i =1,..,m, es un pardmetro conocido como el multiplicador de

Lagrange.

Criterio de clasificacion

Suponga que se tiene un punto critico P de f: A —» R, con A € R"™, ademas de

las m restricciones (m < n):

es decir, P == (xq, ..., Xp, Aq, ...

Lagrange L(xq, ..., %Xn, A4, -

g1(xq, 0, x) =0
g2(xq1, ey xy) =0

Im (X1, ey x) =0

,Am) €S un punto critico de la funcion de

Am = (g, e, %) + 272 4:9: (X4, -, x,). La

matriz Hessiana de L es la matriz H;, € R(™+™*x0+m) qada por

/ 8L 3L &L dn A9m
8x'f Ox10xzs Jx10xn dx1 dx1 \
2L FL 8L dg1 Ogm
dxadz, 33:% Oxobzy, dxo dxo
8L 2L L dg1 9g9m
H = Oxpdry  Orndzo axz Oxn Oxn
(/2 9g1 a1
Jr1 o Oxn 0 0
Agm gm dgm
\ 1 Oxo OTn 0 0 /

también conocida como la matriz Hessiana orlada de f.

Notese que para H; los menores principales orlados son los determinantes
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2L .. L | Sn . Ogm

dz? dr10x; | O oz

&L &L dm Agm
8xz;811 af Ox; o

Ay =

g1 91

dx1 Oxi 0 0

Ogm Bgm .

3:{11 T 8.’121; D 0

estos se calculan parai = m + 1, ..., n. Donde m es la cantidad de restricciones
y n es la cantidad de variables. En donde es necesario resaltar que la matriz a
la que se le calcula el determinante en los primeros menores principales orlados
es de orden i + m. En la cual para las primeras i filas y columnas, se toma el
menor principal i de H;, y se le agregan las m filas y columnas de los blogues

del gradiente de g;, ademas del bloque de ceros.

El criterio de clasificacion del Hessiano Orlado establece que:

o Si(=1)™4;(P)>0parai=m+1,..,n, entonces en P se alcanza
un minimo relativo de f sujeto a g; (x4, ..., x,) parai =1, ...,m.
o Si(-1)i4;(P)>0parai =m+1,...,n, entonces en P se alcanza un

maximo relativo de f sujeto a g;(x4, ..., x,) = 0 parai =1,..,m.

h) ¢ El documento establece de manera explicita propiedades asociadas al tema

funciones de varias variables?
(x)Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuéles serian las propiedades

sefialadas en el documento?
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El conjunto de todas las n-tuplas ordenadas de numeros reales se Ilama
espacio numérico n-dimesional y se representa por R™. En otras
palabras, si x € R", entonces x = (x;,X;, %3 ,%,) donde
X1,X2,X3,,%n € R

En el caso de R?, los elementos son pares ordenados (x,y), mientras
que para R3 los elementos son tripletes ordenados (x,y,z), y se
identifica con el espacio tridimensional.

Al conjunto A, de la definicion de funcion de n variables, se le
denomina dominio de f y se suele denotar como Dy.

Desde un contexto fisico, se conoce f como un campo escalar.

Una funcion de n variables relaciona elementos de R™ con la recta

numérica R, tal y como se muestra en la Figura 3.
Figura 3

Representacion gréafica de una funcion de n variables

ACR"

Nota. Tomado de Ramirez & Sequeira (2022).

Dado x = (x1,x3,%3,,%,), Se utilizan las notaciones z =
f(x1,%2,%x3,%,) Y z= f(x), siempre que no haya posibilidad de
confusion.

En el caso de n = 2, se puede escribir z = f(x,y) en lugar de z =
f(xq,x,), mientras que para n = 3 se suele escribirw = f(x,y,z) en
vez de z = f(x11x5, X3).

Sean A,B € R™. Mas aun, sean f:A - R Y g:B — R dos campos
escalares. Se define:

La suma f+g:AnB-R tal que (f+9)x) =f(x)+
gx) VxeANB.
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Larestaf —g:ANB - Rtalque (f —g)(x) = f(x) —g(x) VxE€
ANB.
El producto f - g:An B - Rtalque (f-g)(x) = f(x) - g(x) VxE€
ANB.
El cociente g:C - R tal que G) (x) = ;(_x) Vx € C donde C =

(%)
(AnB)\{x€B/g(x) =0}
Solo es posible representar graficamente hasta R3, por lo tanto,
Unicamente se consideran las graficas de funciones de 2 variables,
conocidas como superficies.
El término “proyectadas” significa que cada curva de nivel Cy, la cual
se encuentra a una altura k respecto al plano xy, es trasladada desde
z =k hastaz = 0.
El dominio de definicion es el conjunto de los (x,y) € R? tales que
f(x,y) produce valores en R.

Las derivadas parciales de primer orden respecto de x; son d,f Y fx;-

o . 9z D .
Ademas, si se escribe z = f(x,y), entonces se utiliza a—i y 5, 0 bien,
z, Y z,, respectivamente.

a - . .
Para calcular é(x,y) es suficiente con derivar el criterio de f

Unicamente con respecto de x, tal como se hace en el caso de una
variable, es decir, considerando la variable y como una constante.

La regla de la cadena para el caso de dos variables establece que para
poder derivar z respecto de x 0 y, €S necesario pasar primero por u 'y

v. Lo cual se ilustra en la Figura 4.
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Figura 4

Representacion gréfica de la regla de la cadena
z
RN
U v
/NN
T Yy T Yy

Nota. Tomado de Ramirez & Sequeira (2022).

Para funciones en mas de dos variables z = f(uy,u,, ,u,), con

wi u, |, funcionesde x;, x, | x., setiene que 2 = Tz 0w
1, 42,0 %n 122,07 q axi_ k=16uk axi

parai = 1,2,..,n

Es posible considerar derivadas de orden mayor a dos, cuyo calculo y
notacion es analogo.

Si f es una funcion de n variables, entonces esta posee n™ derivadas
parciales de orden m, siempre que estas existan.

Si f:R™ = R es una funcion polinomial de grado total m, entonces
todas sus derivadas parciales también son funciones polinomiales vy,
por tanto, las derivadas parciales de orden superior a m + 1 son todas
cero.

(Teorema de Schwarz) Sea f: A — R una funcion sobre un conjunto
2
abierto A € R?. Si las derivadas cruzadas f 1A - ]Ry f A - R
existen y son continuas en A, entonces para todo (a, b) € A se cumple
_ o f
que 2L (a,b) = 2L (a,b).

De acuerdo con la definicion de méximo relativo, un punto P € A es
un maximo relativo de f, siempre que f(P) es el valor mas grande que
alcanza f(x,y) en comparacion a todos los puntos (x,y) que estan

cerca de P. Esto se ilustra en la Figura 5.
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Figura 5

Representacion maxima del maximo relativo de una funcion de dos

variables

(2o, Yo, f(x0, 0))
(valor méximo)

2= flz,y)—]

>
5 L)
§ ANV

3

Nota. Tomado de Ramirez & Sequeira (2022).

Un punto que es un maximo o minimo relativo, se denomina extremo
relativo de la funcion.

El hecho de que un punto P sean un maximo relativo de f, no excluye
la posibilidad de que existan otros puntos del dominio donde f toma
valores mayores a los de P. No obstante, estos puntos no estan “cerca”
de P. Lo mismo aplica para minimos relativos.

Si la desigualdad en la definicion de méximo relativo se cumple para
todo punto (x,y) en el dominio de f, entonces se dice que f alcanza
un maximo absoluto en P. De manera anéloga, se define un minimo
absoluto de f en P. Mé&s aun, en estos casos se denominan extremos
absolutos en lugar de extremos relativos.

Sea f: A — R una funcidn de dos variables, con A un conjunto abierto.
Mas adn, sea P = (x,,y,) € A un extremo relativo de f. Si f posee

derivadas parciales continuas en A, entonces se cumple que
of of
a(xod’o) = a(XO;J’o) = 0.

La propiedad anterior establece que si P es extremo relativo de f,
entonces Vf (P) = 0. El reciproco de este resultado es falso, dado que

es posible tener que Vf(P) = 0, pero P no es un extremo relativo.
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e Si f es una funcion de n variables, se tiene que P = (x;, x5, x,) €S
un punto critico, si Vf(P) = 0.

e Sif:A - Resuna funcion de dos variables con derivadas parciales
continuas en A, entonces, si existen extremos relativos de f, estos
deben ser puntos criticos de f. No obstante, no todo punto critico es
un extremo relativo de f. En efecto, existe la posibilidad de que un
punto critico sea un punto silla.

e En otras palabras, un punto silla corresponde a un maximo respecto a
puntos que estan en una misma direccion, pero que en otra direccion

representa un minimo. Esto se ilustra en la Figura 6.
Figura 6

Representacion grafica del punto silla de una funcién de dos variables

z= f(xvy)\

kg

Nota. Tomado de Ramirez & Sequeira (2022).

e Para calcular los extremos relativos de una funcion f, un primer paso
consiste en calcular todos los puntos criticos de f. Estos puntos criticos
no necesariamente son los extremos relativos de f, pero son los Unicos
candidatos a serlo. Es decir, de haber algin extremo relativo, este debe
encontrarse en la lista de puntos criticos obtenidos. Asi, un segundo
paso consiste en determinar cuales de los puntos criticos son en efecto
un MAaximo o un minimo.

e En general, si f:A— R es una funcion de dos variables cuyas

derivadas parciales de orden dos son continuas en un punto (x,, y,) €
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A, entonces las derivadas parciales cruzadas f,, y fy, son iguales en
(%0, Yo)- Esto implica que la matriz Hessiana Hr(x,, o) €s una matriz
simétrica.

Al determinante de la matriz Hessiana, es decir, A(x,y) ==
det (H¢(x,y)), se le conoce como el Hessiano de f.

En el caso que 4(P) > 0, no puede ocurrir que 2272 (P) =0.

Si todos los menores principales de la matriz Hessiana, en un punto
dado, son positivos, entonces se dice que la matriz es definida positiva.
Si el signo de cada menor principal alterna, iniciando con 4,(P) =
frx, (P) < 0, entonces la matriz es definida negativa.

Si una matriz no es definida positiva, no quiere decir que sea definida
negativa, ni viceversa.

Sea A € R™ un conjunto. Se dice que A es acotado si existe un M > 0
tal que ||x|| < M,vx € A.

Un conjunto A se dice acotado si estd contenido en una bola (es decir,
un circulo en R? o una esfera en R3) centrada en el origen y de radio
M. En particular, representando el conjunto A en una region de R?,
entonces la region sera acotada si esta se puede encerrar dentro de una
circunferencia de algun radio finito.

Sea A € R™ un conjunto. Se dice que A es cerrado si A contiene toda
su frontera (borde de la region que este representa).

Sea A € R"™ un conjunto. Se dice que A es compacto si A es cerrado y
acotado.

Sea f: A - Runafuncion de n variables, con A un conjunto compacto.
Entonces f posee un méximo y un minimo absolutos en A.

Los problemas en donde se buscan los extremos de una funcion sujetos
a condiciones (ecuaciones o desigualdades), se denominan problemas

de optimizacidn con restricciones.
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La idea del método de los multiplicadores de Lagrange es definir una
nueva funcion L, que considera la informacion de f'y g (restriccion) a
la vez. De esta forma, los extremos relativos de f que satisfacen que
g(x,y) =0, son determinados al hallar los extremos relativos de L,
mediante la busqueda de sus puntos criticos.

Sean f, g: A = R funciones de n variables respectivamente, tales que
ambas poseen derivadas parciales continuas. Si (ty, ..., t,) €S una n-

tupla que representa un extremo relativo de f restringido a
g(xq, ..., x,) = 0, entonces existe 1, € R tal que %(tl, vty Ao) =

Oconi=1,..,n.
El multiplicador de Lagrange tiene por objetivo asociar la restriccion
g(x4, ..., x,) = 0 auna variable auxiliar para simplificar los procesos
de localizacion de los extremos relativos.
Si se tiene continuidad y compacidad, entonces dentro de la lista de
puntos criticos deben encontrarse el méximo y el minimo absolutos,
por lo que es suficiente evaluar el criterio de la funcion para detectar
estos valores.
El proceso recomendado para resolver problemas de optimizacion
corresponde a:
o Leer el problemay hacer un dibujo (de ser posible).
o Definir las variables y las funciones (definir las letras).
o ldentificar cual es la funcion objetivo y cuél o cuales son las
restricciones.
o Emplear el método de multiplicadores de Lagrange y un
criterio de clasificacion (por conjunto compacto 0 matriz
Hessiana orlada).

o Dar la respuesta.
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2.8.

i) ¢El documento establece de manera explicita la evolucion historica del tema

funciones de varias variables?

( )Si (x)No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cual seria el desarrollo historico

descrito en el documento?

Andlisis de contenido

i) ¢El documento establece de manera explicita conceptos asociados al tema

funciones de varias variables?

(x)Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuales serian los conceptos

sefialados en el documento?
Funcion de n variables, grafica de una funcion de 2 variables, curvas de nivel,
derivada parcial de primer orden, derivada parcial de segundo orden, ecuacion

de Laplace, vector gradiente, extremos locales y extremos absolutos.

J) ¢El documento establece de manera explicita procedimientos asociados a la

resolucion de tareas del tema funciones de varias variables?

170



(x)Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuales serian los procedimientos

descritos en el documento?

Reconocer funciones de n variables.

Evaluar un punto dado en una funcion de n variables.

Dibujar un boceto de la grafica de una funcién de dos variables a mano y por
medio de programas computacionales.

Determinar las curvas de nivel de una superficie dados valores para la
constante k.

Dibujar el mapa de contorno de una superficie.

Identificar el dominio de definicion de una funcion de n variables.

Dibujar un boceto del dominio de definicion de una funcion de 2 variables.
Calcular las derivadas parciales de una funcién de n variables.

Encontrar el vector gradiente de una funcién de n variables.

Calcular las derivadas parciales de primer orden de una funcion de n variables
compuestas por medio de la regla de la cadena.

Calcular las derivadas parciales de segundo orden de una funcion de n
variables.

Calcular el laplaciano de una funcién de n variables.

Identificar extremos relativos de una funcién de n variables.

Identificar extremos absolutos de una funcion de n variables.

Calculara la matriz Hessiana de una funcion de n variables.

Calcular los menores principales de la matriz Hessiana de una funcion de n
variables.

Calcular el Hessiano de una funcion de n variables.

Calcular los puntos criticos de una funcién de n variables.
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Clasificar los puntos criticos de una funcion de n variables de acuerdo con los
criterios de clasificacion.

Reconocer conjuntos acotados, cerrados y compactos.

Determinar en qué casos se pueden encontrar los extremos absolutos de una
funcidn de n variables.

Hallar los extremos absolutos de una funcion sujetos a restricciones dadas.
Hallar los puntos criticos de una funcion de n variables por medio del
multiplicador de Lagrange.

Calcular la matriz Hessiana orlada de la funcion de Lagrange de una funcion
de n variables sujetas a m restricciones.

Calcular el determinante de una funcion.

Calcular los menores principales orlados de la matriz Hessiana orlada de una
funcion de n variables sujetas a m restricciones.

Hallar los extremos relativos de una funcion de n variables sujetas a m
restricciones por medio del criterio de clasificacion del Hessiano Orlado.
Resolver problemas de optimizacion que involucran funciones de varias

variables.

k) ¢El documento establece de manera explicita representaciones de los

conceptos asociados al tema funciones de varias variables?

(x)Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cudles serian las representaciones

sefialadas en el documento?

Simbolica, algebraica, verbal, grafica, tabular, iconicas y ejecutables.

I) ¢El documento establece de manera explicita fendmenos asociados al tema

funciones de varias variables?
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2.9.

(x)Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuéles serian los fenGmenos

descritos en el documento?

Maximizar y minimizar el &rea de figuras 2D.

Maximizar y minimizar el volumen de figuras 3D.

Maximizar la cantidad de espacio dentro de un objeto determinado (figura 3D)
de manera que se minimice el costo de los materiales requeridos para
confeccionarlo.

Método de aproximacion lineal con minimos cuadrados.

Analisis cognitivo

g) ¢El documento establece de manera explicita los objetivos de la ensefianza

del tema funciones de varias variables a estudiantes de Economia?

( )Si ( x)No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cudles serian los objetivos

sefialados en el documento?

173



h) ¢En base a la informacion expuesta en el documento es posible establecer

limitantes en el aprendizaje del tema funciones de varias variables?

( )Si (x)No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuales serian las limitantes

identificadas?

i) ¢El documento establece de manera explicita tareas matematicas asociadas

al tema funciones de varias variables?

(x)Si ( )No

En caso de que la respuesta sea afirmativa, ¢cuéles serian las tareas sefialadas

en el documento?

Tarea 1

Tres generadores producen x, y, z Megawatts, respectivamente. El costo de
produccion para cada uno de los generadores es ¢; = x + 0.0625x2, ¢, =y +
0.0125y2% y c3 = z + 0.0250z2, respectivamente. Si entre los tres deben
producir 952 Megawatts, determine la produccion de cada uno que minimiza

el costo total.

Tarea 2
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Una empresa fabrica un producto en dos lugares. El costo de produccion de x;
unidades en el primero es C; = 0.02x? + 4x, + 700, y el costo de produccion
de x, unidades en el segundo es de C, = 0.05x% + 4x,350. Si el producto se
vende a 20 dodlares la unidad, determine la cantidad de producto que debe
hacerse en cada lugar para maximizar el beneficio P = 20(x; + x,) — C; —
C,.

Tarea 3

Sea w = (wq,w,) € R? un vector de precios. Considera la funcién de costo
C(x1,%2) = wyix; + wyx, donde x;, x, son suministros para la produccion,
con la restriccion Ax%x2 = y, donde y son las unidades que se quiere producir,

y a + b = 1. Determine el costo minimo en funcion de wy y.
Tarea 4

Sea w = (wq,w,) € R? un vector de precios. Considera la funcién de costo
C(xq1,%2) = wyix; + wyx, donde x;, x, Son suministros para la produccion,
con la restriccion x¥ + x¥ = yP, donde y son las unidades que se quiere

producir, y p > 0. Determine el costo minimo.
Tarea 5

Sea p := (py1,p,) € R? un vector de precios. Considera la funcion de utilidad
U(xy, x;) = x&x2 donde x,, x, son unidades de produccion, con la restriccion

p1X; + pax, = m, donde a + b = 1. Determine la utilidad maxima.
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Anexo 3

Universidad Nacional de Costa Rica

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Escuela de Matematica

Trabajo Final de Graduacién para optar por el grado de Licenciatura en la Ensefianza de la
Matemética

Bach. Valeria de los Angeles Mesén Brenes

Nombre de la persona participante:

a)

b)

Formula de consentimiento informado

(Dirigida a personas que formaran parte de la investigaciéon)

El presente trabajo de investigacion tiene como propdsito el desarrollo de una propuesta
didactica para la implementacion del Aprendizaje Basado en Proyectos (ABP) en la
ensefianza del tema funciones de varias variables a estudiantes de Economia.
Especificamente en el curso MATO050 Calculo 11 para Economia impartido por la Escuela
de Matemaética de la Universidad Nacional de Costa Rica (UNA), en la Sede Central —
Campus Omar Dengo.

En el presente trabajo de investigacion se llevaran a cabo entrevistas semiestructuradas con
dos finalidades; la validacion de los resultados obtenidos en el analisis conceptual, analisis
de contenido y andlisis cognitivo, y la recoleccion de los datos necesarios para el disefio
del analisis de instruccidn. Por consiguiente, estas se desarrollaran en dos momentos, cada

uno orientado a la consecucién de los propoésitos sefialados.
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d)

9)

h)

En el primer momento de las entrevistas, se evaluard la pertinencia de las tareas
matematicas escolares disefiadas con base en la informacion obtenida de fuentes
documentales. En caso de ser necesario, se solicitaran sugerencias en busca de su mejora.
Del mismo modo, se discutira sobre posibles limitantes en el aprendizaje del tema
funciones de varias variables. En el segundo momento, se realizara una revision de las
correcciones efectuadas, asi como se determinard la organizacion de las actividades de
ensefianza-aprendizaje y se identificaran aspectos importantes de la actuacién docente
durante la instruccion de la temética.

El estudiantado Unicamente formara parte del primer momento de las entrevistas.

El profesorado formaréa parte de los dos momentos de la entrevista.

La participacion en este estudio no implica ningln riesgo.

No se obtendréa ningin beneficio directo de la participacion en este estudio, sin embargo,
la informacion obtenida beneficiara el aprendizaje de quien desarrolla la investigacion. Por
tanto, podrian alcanzarse mejores resultados que favorezcan a otras personas en el futuro.
La participacion en este estudio es confidencial, los resultados podrian aparecer en
publicaciones cientificas de manera anénima.

Al firmar esta formula no se pierde ningtn derecho legal.
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Consentimiento

He leido o se me ha leido toda la informacion expuesta en esta formula antes de firmarla.
Se me ha brindado la oportunidad de hacer preguntas, las cuelas han sido contestadas

correctamente. Por lo tanto, accedo a participar de la presente informacion.

Nombre completo, nimero de cédulay firma Fecha

Investigadora que solicita el consentimiento:

Bach. Valeria de los Angeles Mesén Brenes
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Anexo 4
Universidad Nacional de Costa Rica
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Escuela de Matematica

Trabajo Final de Graduacién para optar por el grado de Licenciatura en la Ensefianza de la

Matematica

Bach. Valeria de los Angeles Mesén Brenes

Guia de entrevista (docentes)

Instrucciones: Marque con una equis (X) la opcién que describe correctamente las caracteristicas

de la persona entrevistada, o escriba en el espacio en blanco la informacion solicitada.

1. Informacién general de la persona

a) Nombre (opcional):

b) Informacion de contacto (opcional):

c) Sexo:( ) Hombre
() Mujer
d) Grado académico: () Diplomado / Profesorado
) Bachillerato Universitario
) Licenciatura

(
(
() Especialidad Profesional
() Maestria

(

) Doctorado Académico

179



e) Unidad Académica a la cual pertenece: () Escuela de Matematica
() Escuela de Economia

f)  Fechaen que se le entrevisto por primera vez:

g) Modalidad de la primera entrevista: () Presencial
() Virtual

h) Fecha en que se le entrevistd por segunda vez:

i) Modalidad de la segunda entrevista: () Presencial
() Virtual

Informacion relacionada a la tematica en cuestion

a) Entrevista |

a) ¢Considera gue las instrucciones de las tareas disefiadas son lo suficientemente claras

para el estudiantado?

( )Si ( )No

¢Por que considera/no considera que las instrucciones de las tareas disefiadas son lo

suficientemente claras?
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b) ¢Considera que los recursos y materiales que se planean utilizar en el desarrollo de las

tareas seleccionadas son adecuados?

( )Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que los recursos y materiales que se planean utilizar

en el desarrollo de las tareas disefiadas sean adecuados?

c) ¢Considera que la division del estudiantado propuesta para la ejecucion de las tareas
disefiadas es adecuada?

( )Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la division del estudiantado propuesta para la

ejecucidn de las tareas disefiadas es adecuada?

d) ¢Considera que la interaccidén docente-estudiante propuesta para la ejecucion de las

tareas disefiadas es adecuada?
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( )Si ( )No

¢Por que considera/no considera que la interaccion docente-estudiante propuesta para

la ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?

e) ¢Considera que la interaccion entre pares propuesta para la ejecucion de las tareas

disefiadas es adecuada?

( )Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la interaccion entre pares propuesta para la

ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?

f) ¢Considera que las tareas disefiadas suponen una demanda cognitiva adecuada para el

estudiantado?

( )Si ( )No
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¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas suponen una demanda

cognitiva adecuada para el estudiantado?

g) ¢Considera que las tareas disefiadas guardan relacion con el tema de funciones de varias

variables?

( )Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas guardan relacion con el tema

de funciones de varias variables?

h) ¢Considera que las tareas disefiadas permitiran al estudiantado alcanzar los objetivos

de aprendizaje propuestos?

( )Si ( )No
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¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas permitiran al estudiantado

alcanzar los objetivos de aprendizaje propuestos?

i) ¢Considera que las tareas seleccionadas permitiran al estudiantado alcanzar un dominio

adecuado de los contenidos matematicos en estudio?

( )Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas permitiran al estudiantado

alcanzar un dominio adecuado de los contenidos matematicos en estudio?

j) ¢Cudles limitantes en el aprendizaje del estudiantado considera que podrian presentarse

durante la ejecucion de las tareas disefiadas?
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b) Entrevista ll

a) ¢Considera que se atendieron correctamente las sugerencias sobre el disefio de las

tareas dadas en la entrevista anterior?

( )Si ( )No

En caso de que la respuesta sea negativa, ¢qué otras acciones considera que se pueden

realizar para mejorar el disefio de las tareas?

b) ¢Cuéantas sesiones de trabajo considera que le conllevara al estudiantado completar

las tareas disefadas?
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c) ¢En qué ordenamiento considera apropiado ejecutar las tareas disefiadas?

d) De acuerdo con el ordenamiento realizado en la pregunta anterior, ;en qué nimero de

sesion considera oportuno ejecutar las tareas disefiadas?

e)  ¢Cudl considera que deberia ser la actuacion docente en la instruccion de la tematica

durante cada una de las sesiones sefialadas?
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Universidad Nacional de Costa Rica
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales
Escuela de Matematica

Trabajo Final de Graduacion para optar por el grado de Licenciatura en la Ensefianza de la

Matematica

Bach. Valeria de los Angeles Mesén Brenes

Guia de entrevista (estudiantes)

Instrucciones: Marque con una equis (x) la opcidn que describe correctamente las caracteristicas

de la persona entrevistada, o escriba en el espacio en blanco la informacion solicitada.

1. Informacion general de la persona

a) Nombre (opcional):

b) Informacion de contacto (opcional):

C) Sexo: () Hombre
() Mujer

d) Fecha en que se realizd la entrevista:

e) Modalidad de la entrevista: () Presencial
() Virtual
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2. Informacién relacionada a la tematica en cuestion

a)

a)

b)

Entrevista

¢Considera que las instrucciones de las tareas disefiadas son lo suficientemente

claras?

( )Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las instrucciones de las tareas disefiadas son

lo suficientemente claras?

¢Considera que los recursos y materiales que se planean utilizar en el desarrollo

de las tareas disefiadas son adecuados?

( )Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que los recursos y materiales que se planean

utilizar en el desarrollo de las tareas disefiadas sean adecuados?
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c)

d)

¢Considera que la division del estudiantado propuesta para la ejecucion de las

tareas disefiadas es adecuada?

( )Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la division del estudiantado propuesta para la

ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?

¢Considera que la interaccion docente-estudiante propuesta para la ejecucion de

las tareas disefiadas es adecuada?

( )Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la interaccidon docente-estudiante propuesta

para la ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?
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e) ¢Considera que la interaccion entre pares propuesta para la ejecucion de las tareas

disefadas es adecuada?

( )Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la interaccion entre pares propuesta para la

ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?

f) ¢Considera que las tareas disefiadas poseen un nivel de dificultad adecuado?

( )Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas suponen una demanda

cognitiva adecuada para el estudiantado?
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9)

h)

i)

¢Considera que las tareas disefiadas se relacionan con el tema de funciones de

varias variables?

( )Si ( )No

¢Por qué considera/no considera a que las tareas disefiadas se relacionan con el

tema de funciones de varias variables?

¢Considera que las tareas disefiadas permiten alcanzar los objetivos de aprendizaje

propuestos?

( )Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas permiten alcanzar los

objetivos de aprendizaje propuestos?

¢Considera que las tareas seleccionadas permiten alcanzar un dominio adecuado

de los contenidos matematicos en estudio?
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( )Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas permiten alcanzar un

dominio adecuado de los contenidos matematicos en estudio?

j) ¢Cuales limitantes en el aprendizaje considera/no considera que podrian

presentarse durante la ejecucion de las tareas disefiadas?

k) ¢Cuanto tiempo en semanas considera que se necesitara para completar cada una

de las tareas disefiadas?
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Anexo 5
Universidad Nacional de Costa Rica
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales
Escuela de Matematica

Trabajo Final de Graduacién para optar por el grado de Licenciatura en la Ensefianza de la

Matematica

Bach. Valeria de los Angeles Mesén Brenes

Guia de entrevista (docentes) # 1

Instrucciones: Marque con una equis (X) la opcién que describe correctamente las caracteristicas

de la persona entrevistada, o escriba en el espacio en blanco la informacion solicitada.

1. Informacién general de la persona

a) Nombre (opcional):

b) Informacion de contacto (opcional):

c) Sexo:( ) Hombre

( x ) Mujer

d) Grado académico: () Diplomado / Profesorado
() Bachillerato Universitario
() Licenciatura
() Especialidad Profesional
( x ) Maestria

() Doctorado Académico
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e) Unidad Académica a la cual pertenece: () Escuela de Matematica
( x ) Escuela de Economia

f)  Fechaen que se le entrevistd por primera vez: lunes 13 de junio de 2022
g) Modalidad de la primera entrevista: ( X ) Presencial

() Virtual
h) Fecha en que se le entrevistd por segunda vez: lunes 11 de agosto de 2022
i) Modalidad de la segunda entrevista: ( x ) Presencial

() Virtual

Informacion relacionada a la tematica en cuestion

a) Entrevista |

a) ¢Considera gue las instrucciones de las tareas disefiadas son lo suficientemente claras

para el estudiantado?

(x)Si ( )No

¢Por que considera/no considera que las instrucciones de las tareas disefiadas son lo

suficientemente claras?

La persona considera que las instrucciones son claras en relacion con los
conocimientos del estudiantado hasta el momento, sin embargo, también considera

necesario la utilizacion de instrucciones semejantes en las sesiones.

b) ¢Considera que los recursos y materiales que se planean utilizar en el desarrollo de las

tareas seleccionadas son adecuados?
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(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que los recursos y materiales que se planean utilizar

en el desarrollo de las tareas disefiadas sean adecuados?
La persona considera que la utilizacion de las notas de clase es suficiente para
desarrollar las tareas. Ademas, esta menciona que lo anterior se puede completar con

la busqueda de fuentes de informacién en internet.

c) ¢Considera que la division del estudiantado propuesta para la ejecucion de las tareas
disefiadas es adecuada?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la division del estudiantado propuesta para la

ejecucidn de las tareas disefiadas es adecuada?

La persona considera que los grupos de trabajo deben de estar conformados por dos

0 maximo tres estudiantes.

d) ¢Considera que la interaccidén docente-estudiante propuesta para la ejecucion de las

tareas disefiadas es adecuada?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la interaccion docente-estudiante propuesta para

la ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?
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La persona considera que el planteamiento de las tareas como trabajo extra-clase es
adecuado siempre que en las sesiones se desarrollen problemas semejantes a los
planteados en estas, o bien, se analice en conjunto las posibles soluciones para las
mismas (atendiendo las dudas y guiando al estudiantado).

e) ¢Considera que la interaccidn entre pares propuesta para la ejecucion de las tareas

disefiadas es adecuada?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la interaccion entre pares propuesta para la
ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?

La persona considera que la interaccion entre pares propuesta es adecuada dado a que
el trabajo cooperativo permite al estudiantado debatir las posibles soluciones y, por
ende, profundizar en los conceptos y las propiedades. Ademas, esta les permitird

acompafiarse entre si durante el proceso (beneficiando la superacion de obstaculos).

f) ¢Considera que las tareas disefiadas suponen una demanda cognitiva adecuada para el
estudiantado?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas suponen una demanda

cognitiva adecuada para el estudiantado?

Desde un punto de vista econdémico, la persona considera que la demanda cognitiva

es adecuada para el estudiantado. Lo anterior porque el modelo también es analizado
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en otros cursos (brindados por la Escuela de Economia) previo en inclusive en
paralelo al curso MATO0500 Calculo Il para Economia. Es decir, las y los estudiantes

ya cuentan con una nocién del modelo, lo que facilita la compresion de las tareas.

g) ¢Considera que las tareas disefiadas guardan relacion con el tema de funciones de varias

variables?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas guardan relacion con el tema

de funciones de varias variables?

La persona considera que las tareas guardan relacion con el tema funciones de varias
variables puesto que el modelo corresponde a una funcion de varias variables y las

caracterizaciones de este a conceptos y propiedades que se asocian a la temética.

h) ¢Considera que las tareas disefiadas permitiran al estudiantado alcanzar los objetivos

de aprendizaje propuestos?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas permitiran al estudiantado
alcanzar los objetivos de aprendizaje propuestos?

La persona considera que las tareas disefiadas permitiran al estudiantado analizar,
interpretar y resolver problemas por medio de la aplicacion del célculo diferencial en
matematica y economia. Esto porque las tareas le solicitan especificamente interpretar
en términos econdmicos el resultado de los procedimientos matematicos llevados a

cabo.
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i) ¢Considera que las tareas seleccionadas permitiran al estudiantado alcanzar un dominio

adecuado de los contenidos matematicos en estudio?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas permitiran al estudiantado

alcanzar un dominio adecuado de los contenidos matematicos en estudio?

La persona considera que las tareas disefiadas permitiran al estudiantado un dominio
adecuado de los contenidos matematicos puesto que al conocer la aplicabilidad de
estos en el campo de la economia habrd mayor motivacion por aprenderlos y

comprenderlos a cabalidad.

j) ¢Cudles limitantes en el aprendizaje del estudiantado considera que podrian presentarse

durante la ejecucion de las tareas disefiadas?

Poca o nula comprension de los conocimientos estudiados en los cursos MAT001
Matematica General y MAT002 Calculo I1.

b) Entrevista Il

a) ¢Considera que se atendieron correctamente las sugerencias sobre el disefio de las

tareas dadas en la entrevista anterior?

(x)Si ( )No
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b)

d)

En caso de que la respuesta sea negativa, ¢qué otras acciones considera que se pueden

realizar para mejorar el disefio de las tareas?

¢Cuantas sesiones de trabajo considera que le conllevara al estudiantado completar

las tareas disefiadas?

La duracion estimada seria de cuatro a cinco sesiones.

¢En qué ordenamiento considera apropiado ejecutar las tareas disefiadas?

El mismo ordenamiento del estudio de los contenidos en clase.

De acuerdo con el ordenamiento realizado en la pregunta anterior, ¢en qué nimero de

sesion considera oportuno ejecutar las tareas disefiadas?

En la misma sesion o en la posterior al estudio de los contenidos en clase.

¢ Cudl considera que deberia ser la actuacién docente en la instruccién de la temética

durante cada una de las sesiones sefialadas?

Debe adoptar un rol pasivo, pero proporcionar una guia constante y apoyo durante

todo el proceso.
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Universidad Nacional de Costa Rica

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Escuela de Matematica

Trabajo Final de Graduacion para optar por el grado de Licenciatura en la Ensefianza de la

Matematica

Bach. Valeria de los Angeles Mesén Brenes

Guia de entrevista (docentes) # 2

Instrucciones: Marque con una equis (x) la opcidn que describe correctamente las caracteristicas

de la persona entrevistada, o escriba en el espacio en blanco la informacion solicitada.

3. Informacién general de la persona

Nombre (opcional):

Informacion de (opcional):

Sexo: ( x ) Hombre

() Mujer

Grado académico: () Diplomado / Profesorado
() Bachillerato Universitario
() Licenciatura
() Especialidad Profesional
() Maestria
( x ) Doctorado Académico

Unidad Académica a la cual pertenece: () Escuela de Matematica
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( x ) Escuela de Economia
f)  Fecha en que se le entrevisto por primera vez: miércoles 15 de junio de 2022
g) Modalidad de la primera entrevista: ( ) Presencial
( x ) Virtual
h) Fecha en que se le entrevistd por segunda vez: martes 16 de agosto de 2022

i) Modalidad de la segunda entrevista: ( ) Presencial

( x ) Virtual

Informacion relacionada a la tematica en cuestion

a) Entrevista l

a) ¢Considera gque las instrucciones de las tareas disefiadas son lo suficientemente claras

para el estudiantado?

(x)Si ( )No

¢Por queé considera/no considera que las instrucciones de las tareas disefiadas son lo

suficientemente claras?

La persona considera que las instrucciones son claras en relacion con los
conocimientos del estudiantado hasta el momento, mientras que no se le pida
establecer las modelaciones por su cuenta. Esto puesto que las habilidades
econdmicas para desarrollar dichas tareas las tendra hasta el tercer o cuarto afio de la

carrera, y aungue las instrucciones sean lo suficientemente claras no las entendera.
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b) ¢Considera que los recursos y materiales que se planean utilizar en el desarrollo de las

tareas seleccionadas son adecuados?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que los recursos y materiales que se planean utilizar

en el desarrollo de las tareas disefiadas sean adecuados?
La persona considera que la utilizacion de las notas de clase es suficiente para
desarrollar las tareas. Ademas, esta menciona que inclusive lo anterior se puede

completar con fuentes de informacion facilitadas por docentes de economia.

c) ¢Considera que la division del estudiantado propuesta para la ejecucion de las tareas

disefiadas es adecuada?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la division del estudiantado propuesta para la

ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?

La persona considera que los grupos de trabajo deben de estar conformados por dos

o tres estudiantes para lograr un mayor aprovechamiento de la actividad.

d) ¢Considera que la interaccion docente-estudiante propuesta para la ejecucion de las

tareas disefiadas es adecuada?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la interaccion docente-estudiante propuesta para

la ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?
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La persona considera que el planteamiento de las tareas como trabajo extra-clase es
adecuado siempre que en las sesiones el profesorado ser cerciore de que hay un
entendimiento adecuado de los conocimientos matematicos y el estudiantado esta

preparada para profundizar en el estudio de estos.

e) ¢Considera que la interaccion entre pares propuesta para la ejecucion de las tareas

disefiadas es adecuada?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la interaccion entre pares propuesta para la

ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?

La persona considera que la interaccidn entre pares propuesta es adecuada dado a que
el trabajo cooperativo permitira al estudiantado profundizar en el analisis de las
posibles soluciones. Lo anterior, le permitird determinar la manera de proceder mas

adecuada y conocer los beneficios y las limitaciones de diferentes procedimientos.

f) ¢Considera que las tareas disefiadas suponen una demanda cognitiva adecuada para el

estudiantado?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas suponen una demanda

cognitiva adecuada para el estudiantado?
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Desde un punto de vista econdmico, la persona considera que las tareas suponen una
demanda cognitiva adecuada para el conocimiento del estudiantado. Esta hace énfasis
en que, si se decidiera profundizar en el modelo, o bien, solicitar la modelacion de

situaciones por medio del mismo, la respuesta seria lo opuesto.

g) ¢Considera que las tareas disefiadas guardan relacion con el tema de funciones de varias

variables?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas guardan relacion con el tema

de funciones de varias variables?

La persona considera que las tareas guardan relacion con el tema funciones de varias
variables puesto que el modelo corresponde a una funcion de varias variables (la
produccion depende de dos factores: la cantidad de trabajo y el capital invertido) y las

caracterizaciones de este a conceptos y propiedades que se asocian a la temaética.

h) ¢Considera que las tareas disefiadas permitiran al estudiantado alcanzar los objetivos

de aprendizaje propuestos?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas permitiran al estudiantado

alcanzar los objetivos de aprendizaje propuestos?

La persona considera que las tareas disefiadas permitiran al estudiantado analizar,

interpretar y resolver problemas por medio de la aplicacion del célculo diferencial en
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matematica y economia. Esto porque las tareas le solicitan especificamente interpretar
en términos econdmicos el resultado de los procedimientos matematicos llevados a
cabo. Ademas, esta considera que para alcanzar un mayor cumplimiento de los
mismos, se podrian analizar implicaciones del modelo en otras areas de la economia,

por ejemplo, el teorema de la telarafia o la curva de Phillips.

i) ¢Considera que las tareas seleccionadas permitiran al estudiantado alcanzar un dominio

adecuado de los contenidos matematicos en estudio?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas permitiran al estudiantado

alcanzar un dominio adecuado de los contenidos matematicos en estudio?

La persona considera que las tareas disefiadas permiten al estudiantado un dominio
adecuado de los contenidos matematicos e, inclusive, de los contenidos econdémicos.
Esto puesto que al entrelazar la matematica y la economia en las sesiones habra mayor
motivacion para comprenderlos y, por ende, se alcanzara un mayor entendimiento de

estos.

j) ¢Cudles limitantes en el aprendizaje del estudiantado considera que podrian presentarse
durante la ejecucion de las tareas disefiadas?

Poca o nula comprension de los conocimientos estudiados en los cursos MAT001
Matematica General y MATO002 Calculo II, inclusive en los cursos ECF400
Introduccion a la Economia | y ECF402 Introduccion a la Economia Il, ECF403

Estadistica I.
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b) Entrevista Il

a) ¢Considera que se atendieron correctamente las sugerencias sobre el disefio de las

tareas dadas en la entrevista anterior?

(x)Si ( )No

En caso de que la respuesta sea negativa, ¢qué otras acciones considera que se pueden

realizar para mejorar el disefio de las tareas?

b) ¢Cuéantas sesiones de trabajo considera que le conllevara al estudiantado completar

las tareas disefadas?

La cantidad de horas asignada debe ser similar a la requerida para estudiar los temas

en clase.

c) ¢En qué ordenamiento considera apropiado ejecutar las tareas disefiadas?

En un orden similar al estudio de los contenidos en las clases.
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d)

De acuerdo con el ordenamiento realizado en la pregunta anterior, ¢en qué nimero de

sesion considera oportuno ejecutar las tareas disefiadas?

Durante las horas de estudio independiente que posteriores al estudio de los temas en

clase, ya que se plante6 como una actividad extracurricular.

¢ Cudl considera que deberia ser la actuacién docente en la instruccién de la temética

durante cada una de las sesiones sefialadas?
Brindar orientacion al estudiantado a lo largo del proceso, a pesar de tratarse de una

actividad extracurricular. Ademas, motivar constantemente para resolver el proyecto,

destacando los beneficios que pueden obtenerse.
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Universidad Nacional de Costa Rica

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Escuela de Matematica

Trabajo Final de Graduacion para optar por el grado de Licenciatura en la Ensefianza de la

Matematica

Bach. Valeria de los Angeles Mesén Brenes

Guia de entrevista (docentes) # 3

Instrucciones: Marque con una equis (x) la opcidn que describe correctamente las caracteristicas

de la persona entrevistada, o escriba en el espacio en blanco la informacion solicitada.

5. Informacién general de la persona

Nombre (opcional):

Informacidn de contacto (opcional):

Sexo: ( x ) Hombre

() Mujer

Grado académico: () Diplomado / Profesorado
() Bachillerato Universitario
( x ) Licenciatura
() Especialidad Profesional
() Maestria
() Doctorado Académico

Unidad Académica a la cual pertenece: ( X ) Escuela de Matematica
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() Escuela de Economia
f)  Fecha en que se le entrevisto por primera vez: jueves 16 de junio de 2022
g) Modalidad de la primera entrevista: ( x ) Presencial
( ) Virtual
h) Fecha en que se le entrevistd por segunda vez: viernes 19 de agosto de 2022
i) Modalidad de la segunda entrevista: ( ) Presencial
( x ) Virtual

Informacion relacionada a la tematica en cuestion

a) Entrevista |

a) ¢Considera gque las instrucciones de las tareas disefiadas son lo suficientemente claras

para el estudiantado?

( )Si (x)No

¢Por qué considera/no considera gue las instrucciones de las tareas disefiadas son lo

suficientemente claras?

La persona no considera que las instrucciones de las tareas disefiadas sean lo
suficientemente claras dado a que el aumento de la complejidad de una tarea a la otra
no es gradual, hay saltos abruptos entre la complejidad de estas. También considera
que se aleja de los conocimientos matematicos que el estudiantado posee hasta el
momento. Asimismo, hace énfasis en la necesidad de una mayor especificidad en lo
que se desea que el estudiantado realice (agregar justificaciones, instrucciones y

rubrica de evaluacion).
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b) ¢Considera que los recursos y materiales que se planean utilizar en el desarrollo de las

tareas seleccionadas son adecuados?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que los recursos y materiales que se planean utilizar

en el desarrollo de las tareas disefladas sean adecuados?

La persona considera que, si en las sesiones de clase se estudian los conocimientos
matematicos necesarios para el desarrollo de las tareas, la utilizacion de las notas de
estas es suficiente. No obstante, menciona que seria oportuno la inclusiéon de una
breve descripcién de los métodos (minimos cuadrados, regresion lineal vy
procedimiento para resolver ecuaciones diferenciales) en la propuesta a manera de

recordatorio.

c) ¢Considera que la division del estudiantado propuesta para la ejecucion de las tareas

disefiadas es adecuada?

( )Si (x)No

¢Por qué considera/no considera que la division del estudiantado propuesta para la

ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?

La persona considera que los grupos de trabajo deben de estar conformados por cuatro

0 cinco estudiantes.

d) ¢Considera que la interaccion docente-estudiante propuesta para la ejecucion de las

tareas disefiadas es adecuada?
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(x)Si ( )No

¢Por queé considera/no considera que la interaccion docente-estudiante propuesta para

la ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?

La persona considera que la interaccion docente-estudiante propuesta es adecuada
siempre que exista una guia para el profesorado que explique el acompafiamiento
ideal para el desarrollo de la propuesta. Lo anterior en términos de la asignacion de
espacios para la revision de avances y la defensa del producto final, el desarrollo de

ejercicios semejantes en clase que sirvan de ejemplo.

e) ¢Considera que la interaccion entre pares propuesta para la ejecucion de las tareas

disefiadas es adecuada?

( )Si (x)No

¢Por qué considera/no considera que la interaccion entre pares propuesta para la

ejecucidn de las tareas disefiadas es adecuada?

La persona no considera que la interaccidn entre pares propuesta para la ejecucion de
las tareas disefiadas es adecuada, esto ya que al no haber diferenciacion entre las
asignaciones para cada grupo de estudiantes se corre el riesgo de que algunas personas
no realicen el trabajo con el grado de dedicacion necesaria (pueden copiar y pegar el
trabajo de otras personas) y no se obtendria beneficio de la revision grupal de los

productos finales.

f) ¢Considera que las tareas disefiadas suponen una demanda cognitiva adecuada para el

estudiantado?
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( )Si ( x )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas suponen una demanda

cognitiva adecuada para el estudiantado?

La persona considera que las tareas disefiadas no suponen una demanda cognitiva
adecuada para el estudiantado, esto puesto que el planteamiento de estas aparenta una
dificultad mayor a la real (dado a la simbologia matemaética y el lenguaje técnico
utilizado) y la complejidad de los problemas aumenta rapidamente (se deben incluir

tareas intermedias que garanticen un entendimiento de lo que se esta desarrollando).

g) ¢Considera que las tareas disefiadas guardan relacion con el tema de funciones de varias

variables?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas guardan relacion con el tema

de funciones de varias variables?

La persona considera que las tareas disefiadas guardan relacién con célculo en varias

variables y no se agrega mas informacion al respecto.

h) ¢Considera que las tareas disefiadas permitiran al estudiantado alcanzar los objetivos

de aprendizaje propuestos?

(x)Si ( )No
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¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas permitiran al estudiantado

alcanzar los objetivos de aprendizaje propuestos?

La persona considera que si las sugerencias anteriores son acatadas se lograra alcanzar
los objetivos de aprendizaje de la propuesta. Ademas, rescata que asignarle un
porcentaje de la evaluacion sumativa del curso MATO050 Calculo Il para Economia es

crucial para que esta se lleve a cabo de acuerdo con los propoésitos establecidos.

i) ¢Considera que las tareas seleccionadas permitiran al estudiantado alcanzar un dominio

adecuado de los contenidos matematicos en estudio?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas permitiran al estudiantado

alcanzar un dominio adecuado de los contenidos matematicos en estudio?

La persona considera que las tareas disefiadas permiten al estudiantado un dominio
adecuado de los contenidos matematicos debido a los beneficios derivados de la parte

motivacional de la propuesta.

j) ¢Cudles limitantes en el aprendizaje del estudiantado considera que podrian presentarse
durante la ejecucion de las tareas disefiadas?

La persona considera que las siguientes limitantes se podrian presentar durante la
ejecucion de las tareas:
e Los conocimientos economicos y matematicos alcanzados hasta el momento
(MATO001 Matemética General, ECF400 Introduccion a la Economia,
MATO002 Calculo I, ECF402 Introduccion a la Economia 1I, ECF403
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Estadistica | y algunos conocimientos relacionados con el algebra lineal y las
ecuaciones diferenciales).
e No asignarle un porcentaje de la evaluacion en el curso MATO050 Célculo |1

para Economia (parte motivacional).

b) Entrevista Il

b)

¢Considera que se atendieron correctamente las sugerencias sobre el disefio de las

tareas dadas en la entrevista anterior?

(x)Si ( )No

En caso de que la respuesta sea negativa, ¢qué otras acciones considera que se pueden

realizar para mejorar el disefio de las tareas?

¢Cuéntas sesiones de trabajo considera que le conllevara al estudiantado completar

las tareas disefiadas?

Aproximadamente cuatro sesiones.

¢En qué ordenamiento considera apropiado ejecutar las tareas disefiadas?
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d)

En el mismo orden en el que se abordan en clase.

De acuerdo con el ordenamiento realizado en la pregunta anterior, ¢en qué nimero de

sesion considera oportuno ejecutar las tareas disefiadas?

No es posible establecer un numero especifico, ya que depende del progreso de cada

grupo en cada sesion.

¢ Cual considera que deberia ser la actuacion docente en la instruccién de la temética

durante cada una de las sesiones sefialadas?

Supervisar el progreso con el fin de motivar y asegurar que se complete de manera

adecuada, brindando apoyo para abordar cualquier duda que surja.
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Universidad Nacional de Costa Rica

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Escuela de Matematica

Trabajo Final de Graduacion para optar por el grado de Licenciatura en la Ensefianza de la

Matematica

Bach. Valeria de los Angeles Mesén Brenes

Guia de entrevista (docentes) # 4

Instrucciones: Marque con una equis (x) la opcidn que describe correctamente las caracteristicas

de la persona entrevistada, o escriba en el espacio en blanco la informacion solicitada.

7. Informacion general de la persona

Nombre (opcional):

Informacion de contacto:

Sexo: ( x ) Hombre

() Mujer

Grado académico: () Diplomado / Profesorado
() Bachillerato Universitario
() Licenciatura
() Especialidad Profesional
() Maestria
( x ) Doctorado Académico

Unidad Académica a la cual pertenece: ( X ) Escuela de Matematica
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() Escuela de Economia
f)  Fecha en que se le entrevisto por primera vez: sdbado 18 de junio de 2022
g) Modalidad de la primera entrevista: ( ) Presencial
( x ) Virtual
h) Fecha en que se le entrevistd por segunda vez: lunes 22 de agosto de 2022
i) Modalidad de la segunda entrevista: () Presencial
( x ) Virtual

Informacion relacionada a la tematica en cuestion

a) Entrevista |

k) ¢Considera que las instrucciones de las tareas disefiadas son lo suficientemente claras

para el estudiantado?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera gue las instrucciones de las tareas disefiadas son lo

suficientemente claras?

La persona considera que las instrucciones de las tareas disefiadas son lo
suficientemente claras siempre que se amplie la explicacion referente al modelo
(justificacion de donde provienen las variables y las suposiciones realizadas por los

economistas, por ejemplo, « + § = 1).

I) ¢Considera que los recursos y materiales que se planean utilizar en el desarrollo de las

tareas seleccionadas son adecuados?
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(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que los recursos y materiales que se planean utilizar

en el desarrollo de las tareas disefiadas sean adecuados?

La persona considera la utilizacion de las notas de clase en el desarrollo de las tareas
disefiadas es adecuado, lo que se puede completar con las notas de otros cursos
(ECF403 Estadistica 1) y la utilizacion de aplicaciones web para la regresion lineal e

inclusive el método de los minimos cuadrados.

m) ¢Considera que la division del estudiantado propuesta para la ejecucion de las tareas

disefiadas es adecuada?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la division del estudiantado propuesta para la

ejecucidn de las tareas disefiadas es adecuada?

La persona considera que los grupos de trabajo deben de estar conformados por dos

o tres estudiantes.

n) ¢Considera que la interaccién docente-estudiante propuesta para la ejecucion de las
tareas disefiadas es adecuada?

(x)Si ( )No
¢Por qué considera/no considera que la interaccion docente-estudiante propuesta para

la ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?
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La persona considera que la interaccion docente-estudiante propuesta es adecuada,
haciendo énfasis en que un acompafiamiento cercano y guiado es crucial para la

consecucion de los objetivos de la propuesta y del aprendizaje basado en proyectos.

0) ¢Considera que la interaccion entre pares propuesta para la ejecucion de las tareas

disefiadas es adecuada?

( x )Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la interaccion entre pares propuesta para la

ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?

La persona considera que la interaccion entre pares propuesta es adecuada y no afiade

mas informacioén.

p) ¢Considera que las tareas disefiadas suponen una demanda cognitiva adecuada para el

estudiantado?

( x )Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas suponen una demanda

cognitiva adecuada para el estudiantado?

La persona considera que las tareas disefiadas suponen una demanda cognitiva
adecuada para el estudiantado puesto que, desde un punto de vista matematico, la
poblacién estudiantil cuenta con las herramientas necesarias para el desarrollo de

estas.
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q) ¢Considera que las tareas disefiadas guardan relacion con el tema de funciones de varias

variables?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas guardan relacion con el tema

de funciones de varias variables?

La persona considera que las tareas disefiadas guardan relacion con célculo en varias

variables de acuerdo con lo establecido por la carta a la persona estudiante del curso.

r) ¢Considera que las tareas disefiadas permitiran al estudiantado alcanzar los objetivos

de aprendizaje propuestos?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas permitiran al estudiantado

alcanzar los objetivos de aprendizaje propuestos?

La persona considera las tareas disefiadas permitiran alcanzar los objetivos de
aprendizaje de la propuesta dado a los beneficios de la estimulacion motivacional del
estudiantado (dado a que estdn empadronadas y empadronados en la carrera
Bachillerato en Economia se supone que este tipo de problemas despiertan el interés
por aprender). Ademas, rescata que asignarle un porcentaje de la evaluacion sumativa
del curso MATO050 Calculo 1l para Economia es crucial para que esta se lleve a cabo

de acuerdo con los propoésitos establecidos.

s) ¢Considera que las tareas seleccionadas permitiran al estudiantado alcanzar un dominio

adecuado de los contenidos matematicos en estudio?
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(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas permitiran al estudiantado

alcanzar un dominio adecuado de los contenidos matematicos en estudio?

La persona considera que las tareas disefiadas permiten al estudiantado un dominio
adecuado de los contenidos matematicos (lograndose abarcar la parte de aplicabilidad
que se suele dejar de lado por cuestiones de tiempo) debido a los beneficios derivados

de la parte motivacional de la propuesta.

t) ¢Cudles limitantes en el aprendizaje del estudiantado considera que podrian presentarse
durante la ejecucion de las tareas disefiadas?

La persona considera que las siguientes limitantes se podrian presentar durante la
ejecucion de las tareas:

e No asignarle un porcentaje de la evaluacion en el curso MATO050 Célculo |1

para Economia (parte motivacional).

b) Entrevista Il

a) ¢Considera que se atendieron correctamente las sugerencias sobre el disefio de las

tareas dadas en la entrevista anterior?

(x)Si ( )No

En caso de que la respuesta sea negativa, ¢qué otras acciones considera que se pueden

realizar para mejorar el disefio de las tareas?
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b)

d)

¢Cuéntas sesiones de trabajo considera que le conllevara al estudiantado completar
las tareas disefiadas?

En unas dos semanas aproximadamente.

¢En qué ordenamiento considera apropiado ejecutar las tareas disefiadas?

En el mismo orden en que se presentan los contenidos al estudiantado.

De acuerdo con el ordenamiento realizado en la pregunta anterior, ¢en qué nimero de

sesion considera oportuno ejecutar las tareas disefiadas?

Idealmente, el estudiantado deberia resolver la asignacion después de estudiar los

contenidos en clase.

¢ Cual considera que deberia ser la actuacion docente en la instruccién de la temética

durante cada una de las sesiones sefialadas?

Debe asegurarse de que las indicaciones sean claras y de que el estudiantado disponga
de todas las herramientas necesarias para abordar la asignacion. Ademas, es

fundamental estar atento en caso de que requieran apoyo en algin momento.

222



Universidad Nacional de Costa Rica

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Escuela de Matematica

Trabajo Final de Graduacion para optar por el grado de Licenciatura en la Ensefianza de la

Matematica

Bach. Valeria de los Angeles Mesén Brenes

Guia de entrevista (docentes) # 5

Instrucciones: Marque con una equis (x) la opcidn que describe correctamente las caracteristicas

de la persona entrevistada, o escriba en el espacio en blanco la informacion solicitada.

9. Informacién general de la persona

Nombre (opcional):

Informacidn de contacto (opcional):

Sexo: ( x ) Hombre

() Mujer

Grado académico: () Diplomado / Profesorado
() Bachillerato Universitario
() Licenciatura
() Especialidad Profesional
() Maestria
( x ) Doctorado Académico

Unidad Académica a la cual pertenece: ( X ) Escuela de Matematica
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() Escuela de Economia

f)  Fecha en que se le entrevisto por primera vez: miércoles 15 de junio de 2022

g) Modalidad de la primera entrevista: ( ) Presencial

( x ) Virtual

h) Fecha en que se le entrevistd por segunda vez: sabado 20 de agosto de 2022

i) Modalidad de la segunda entrevista: () Presencial

( x ) Virtual

10. Informacion relacionada a la tematica en cuestion

a) Entrevista |

a) ¢Considera gque las instrucciones de las tareas disefiadas son lo suficientemente claras

para el estudiantado?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera gue las instrucciones de las tareas disefiadas son lo

suficientemente claras?

La persona considera que las instrucciones de las tareas disefiadas son medianamente

claras puesto que:

Responde a los contenidos matematicos que se estudian en el curso MAT050
Calculo Il para Economia, por ende, el estudiantado puede establecer una
relacion entre lo estudiado en este y las tareas que debe realizar.

No es suficientemente claro qué se desea que el estudiando realice.
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e No es suficientemente claro de donde provienen los datos dados o la
importancia de su utilizacion (por ejemplo, a + g = 1).
e EI planteamiento de las tareas a nivel matematico puede aparentar una

complejidad superior a la que realmente es.

b) ¢Considera que los recursos y materiales que se planean utilizar en el desarrollo de las

tareas seleccionadas son adecuados?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que los recursos y materiales que se planean utilizar
en el desarrollo de las tareas disefiadas sean adecuados?

La persona considera que la utilizacion de las notas de clase es suficiente para
desarrollar las tareas. Ademas, esta menciona que inclusive lo anterior se puede

completar con la busqueda de otras fuentes de informacion en internet.

c) ¢Considera que la division del estudiantado propuesta para la ejecucion de las tareas

disefiadas es adecuada?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la division del estudiantado propuesta para la

ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?

La persona considera que los grupos de trabajo deben de estar conformados por dos
o0 tres estudiantes, siempre que exista una diferenciacion entre las tareas que cada
agrupacion debe realizar (buscar ejemplos de modelizaciones establecidas en el pais
a partir de este modelo o explicacion de modificaciones en el modelo).
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d) ¢Considera que la interaccion docente-estudiante propuesta para la ejecucion de las

tareas disefiadas es adecuada?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la interaccion docente-estudiante propuesta para

la ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?
La persona considera que la interaccion docente-estudiante propuesta es adecuada

siempre que exista una guia para el profesorado que le explique el acompafiamiento

ideal para el desarrollo de la propuesta.

e) ¢Considera que la interaccion entre pares propuesta para la ejecucion de las tareas

disefiadas es adecuada?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la interaccion entre pares propuesta para la

ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?
En este caso se repite la informacién de la pregunta c) y se refuerza la idea de la
creacion de una explicaciéon de la interaccion deseada para alcanzar una mayor

claridad.

f) ¢Considera que las tareas disefiadas suponen una demanda cognitiva adecuada para el

estudiantado?

(x)Si ( )No
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¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas suponen una demanda

cognitiva adecuada para el estudiantado?

La persona considera que el planteamiento de las tareas aparenta una mayor
complejidad de estas en relacion con el nivel de complejidad real. Sin embargo,
considera que si le brinda al estudiantado la informacion necesaria sobre los
conocimientos que no se han abordado en el curso o del todo no se van a abordar
(método de minimos cuadrados, regresion lineal y resolucién de ecuaciones

diferenciales) se puede alcanzar un nivel de complejidad adecuado.

g) ¢Considera que las tareas disefiadas guardan relacion con el tema de funciones de varias

variables?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas guardan relacion con el tema

de funciones de varias variables?

La persona considera que las tareas disefiadas guardan relacién con célculo en varias

variables y no afiade més informacion al respecto.

h) ¢Considera que las tareas disefiadas permitiran al estudiantado alcanzar los objetivos

de aprendizaje propuestos?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas permitiran al estudiantado

alcanzar los objetivos de aprendizaje propuestos?
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La persona considera que si se reformulan los objetivos de la propuesta (da
sugerencias) se lograra alcanzarlos. Las recomendaciones se enlistan a continuacion:
e La formulacion de un objetivo que se refiera a la parte motivacional de la
propuesta.
e La especificacion en los objetivos de que la propuesta se enfoca en un
contexto particular (modelo Cobb-Douglas).
e La reformulacion del tercer objetivo especifico (cambiar la palabra

planteamiento por resolucion).

i) ¢Considera que las tareas seleccionadas permitiran al estudiantado alcanzar un dominio

adecuado de los contenidos matematicos en estudio?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas permitiran al estudiantado

alcanzar un dominio adecuado de los contenidos matematicos en estudio?

La persona considera que las tareas disefiadas permiten al estudiantado un dominio
adecuado de los contenidos matematicos debido a los beneficios derivados de la parte

motivacional de la propuesta.

J) ¢Cuales limitantes en el aprendizaje del estudiantado considera que podrian presentarse

durante la ejecucion de las tareas disefiadas?

La persona considera que las siguientes limitantes se podrian presentar durante la
ejecucién de las tareas:

e Los conocimientos matematicos del curso MAT050 Algebra Lineal.

e Los conocimientos econdmicos alcanzados hasta el momento.

e No asignarle un porcentaje de la evaluacion en el curso MATO050 Calculo 11

para Economia (parte motivacional).
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b) Entrevista Il

b)

¢Considera que se atendieron correctamente las sugerencias sobre el disefio de las

tareas dadas en la entrevista anterior?

(x)Si ( )No

En caso de que la respuesta sea negativa, ¢qué otras acciones considera que se pueden

realizar para mejorar el disefio de las tareas?

¢Cuantas sesiones de trabajo considera que le conllevara al estudiantado completar

las tareas disefadas?

Dado que es una actividad que no se resolvera durante las sesiones, se estima que

tomard alrededor de dos o tres semanas.

¢En qué ordenamiento considera apropiado ejecutar las tareas disefiadas?

En el que siga el orden de las tematicas del curso. Es decir, conforme se presentan en

las notas del curso y en otras asignaciones, por ejemplo, los parciales.
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d)

De acuerdo con el ordenamiento realizado en la pregunta anterior, ¢en qué nimero de

sesion considera oportuno ejecutar las tareas disefiadas?

Después de ser estudiados los contenidos respectivos en clase. Dado que la actividad
se lleva a cabo fuera de esta, no es posible establecer un numero especifico de

sesiones.

¢ Cual considera que deberia ser la actuacion docente en la instruccién de la temética

durante cada una de las sesiones sefialadas?

El profesorado debe garantizar que, durante el estudio de los contenidos en clase, se
aclaren todas las dudas de manera oportuna y se asegure de que haya una comprension
adecuada. Debe estar disponible durante las horas de consulta para orientar en el
proceso de resolucién o proporcionar herramientas necesarias. Ademas, es esencial

asegurarse de que la retroalimentacion sea entregada antes del examen parcial.
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Universidad Nacional de Costa Rica
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales
Escuela de Matematica

Trabajo Final de Graduacion para optar por el grado de Licenciatura en la Ensefianza de la

Matematica

Bach. Valeria de los Angeles Mesén Brenes

Guia de entrevista (docentes) # 6

Instrucciones: Marque con una equis (x) la opcidn que describe correctamente las caracteristicas

de la persona entrevistada, o escriba en el espacio en blanco la informacion solicitada.

11. Informacion general de la persona

a) Nombre (opcional):

b) Informacion de contacto (opcional):

c) Sexo: ( x ) Hombre

() Mujer

d) Grado académico: () Diplomado / Profesorado
() Bachillerato Universitario
() Licenciatura
() Especialidad Profesional
( x ) Maestria
() Doctorado Académico

e) Unidad Académica a la cual pertenece: ( X ) Escuela de Matematica
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() Escuela de Economia
f)  Fecha en que se le entrevisto por primera vez: jueves 16 de junio de 2022
g) Modalidad de la primera entrevista: ( x ) Presencial
( ) Virtual
h) Fecha en que se le entrevistd por segunda vez: miércoles 24 de agosto de 2022
i) Modalidad de la segunda entrevista: ( x ) Presencial
() Virtual

12. Informacion relacionada a la tematica en cuestion

a) Entrevista |

a) ¢Considera gque las instrucciones de las tareas disefiadas son lo suficientemente claras

para el estudiantado?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera gue las instrucciones de las tareas disefiadas son lo

suficientemente claras?

La persona considera que las instrucciones de las tareas disefiadas son lo
suficientemente claras para el estudiantado siempre que el este cuente con las
habilidades economicas y matematicas (en algebra lineal y de ecuaciones

diferenciales) que se requiere para comprender el planteamiento.

b) ¢Considera que los recursos y materiales que se planean utilizar en el desarrollo de las

tareas seleccionadas son adecuados?
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(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que los recursos y materiales que se planean utilizar

en el desarrollo de las tareas disefiadas sean adecuados?

La persona considera que la utilizacion de las notas de clase es suficiente para
desarrollar las tareas. No obstante, esta considera que se le podria elaborar una guia
(o ampliar la informacidn de la propuesta) que le permita tanto al estudiantado como
al profesorado conocer mas sobre el modelo Cobb-Douglas. Ademas, la persona
menciona que seria favorable la inclusion de un resumen del método de minimos
cuadrados, regresion lineal y procedimientos para resolver ecuaciones diferenciales

separables.

c) ¢Considera que la division del estudiantado propuesta para la ejecucion de las tareas
disefiadas es adecuada?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la division del estudiantado propuesta para la

ejecucidn de las tareas disefiadas es adecuada?

La persona considera que los grupos de trabajo deben de estar conformados por dos
0 tres estudiantes.

d) ¢Considera que la interaccidén docente-estudiante propuesta para la ejecucion de las

tareas disefiadas es adecuada?

(x)Si ( )No
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¢Por qué considera/no considera que la interaccion docente-estudiante propuesta para

la ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?

La persona considera que la interaccion docente-estudiante propuesta es adecuada
siempre que exista una guia para el profesorado que explique el acompafiamiento
ideal para el desarrollo de la propuesta, asi como informacion adicional sobre el
modelo Cobb-Douglas que le pueda ayudar a aclarar consultas del estudiantado en

términos econémicos.

e) ¢Considera que la interaccion entre pares propuesta para la ejecucion de las tareas

disefiadas es adecuada?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la interaccion entre pares propuesta para la

ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?

En este caso se repite la informacion de la pregunta c).

f) ¢Considera que las tareas disefiadas suponen una demanda cognitiva adecuada para el

estudiantado?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas suponen una demanda

cognitiva adecuada para el estudiantado?

La persona considera que las tareas disefiadas suponen una demanda cognitiva

adecuada para el estudiantado siempre que se garantiza (el profesorado realice
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actividades en clase para comprobarlo, o bien, retomarlo) un conocimiento suficiente
en economia, estadistica (regresion lineal), algebra lineal y ecuaciones diferenciales

(basico).

g) ¢Considera que las tareas disefiadas guardan relacion con el tema de funciones de varias

variables?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas guardan relacion con el tema

de funciones de varias variables?

La persona considera que las tareas disefiadas guardan relacion con célculo en varias
variables puesto que el modelo corresponde a una funcion multivariable y la
informacion brindada sobre este responde a conceptos asociados a las mismas

(derivadas parciales y valores extremos).

h) ¢Considera que las tareas disefiadas permitiran al estudiantado alcanzar los objetivos

de aprendizaje propuestos?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas permitiran al estudiantado
alcanzar los objetivos de aprendizaje propuestos?

La persona considera que si se reformulan los objetivos de la propuesta (da
sugerencias) se lograra alcanzarlos. Las recomendaciones se enlistan a continuacion:
e Laeliminacion del primer objetivo especifico de la propuesta.
e La especificacion en el tercer objetivo especifico de que se resuelven

diferentes problemas ubicados en un mismo contexto econémico.
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Ademas, se da la sugerencia de ampliar las condiciones del proyecto, especificando
los objetivos de las interacciones deseadas (entre pares y estudiante-docente) y el

resultado final.

i) ¢Considera que las tareas seleccionadas permitiran al estudiantado alcanzar un dominio

adecuado de los contenidos matematicos en estudio?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas permitiran al estudiantado

alcanzar un dominio adecuado de los contenidos matematicos en estudio?

La persona considera que las tareas disefiadas permiten al estudiantado un dominio
adecuado de los contenidos matematicos debido a los beneficios derivados de la parte
motivacional de la propuesta, siempre que el poco / nulo conocimiento en otras areas
(economia, estadistica, algebra lineal y ecuaciones diferenciales) sea manejado
apropiadamente. Lo anterior se refiere a darle un acompafiamiento adecuado a la

poblacidn estudiantil que le permita super este obstaculo.

j) ¢Cudles limitantes en el aprendizaje del estudiantado considera que podrian presentarse

durante la ejecucion de las tareas disefiadas?

La persona considera que las siguientes limitantes se podrian presentar durante la
ejecucion de las tareas:
e Los conocimientos econdmicos y matematicos alcanzados hasta el momento
(sin embargo, la persona recalca que estas no son de interés para la propuesta
ya que no se va a llevar a cabo).
e No asignarle un porcentaje de la evaluacién en el curso MAT050 Calculo Il

para Economia (parte motivacional).
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b) Entrevista Il

b)

d)

¢Considera que se atendieron correctamente las sugerencias sobre el disefio de las

tareas dadas en la entrevista anterior?

(x)Si ( )No

En caso de que la respuesta sea negativa, ¢qué otras acciones considera que se pueden

realizar para mejorar el disefio de las tareas?

¢Cuantas sesiones de trabajo considera que le conllevara al estudiantado completar

las tareas disefadas?

La cantidad de horas de estudio independiente necesarias para resolverlo deberia ser

equivalente a cuatro o cinco sesiones del curso.

¢En qué ordenamiento considera apropiado ejecutar las tareas disefiadas?

En el orden que se presentan en clase y en otras fuentes de informacién adicionales.
De acuerdo con el ordenamiento realizado en la pregunta anterior, ¢en qué nimero de

sesion considera oportuno ejecutar las tareas disefiadas?
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No es posible establecer un numero especifico de sesiones, ya que se realiza de forma
extracurricular. Sin embargo, se sugiere la resolucion de dos o tres tareas por cada

sesion de trabajo en grupo.

¢ Cual considera que deberia ser la actuacion docente en la instruccion de la temética

durante cada una de las sesiones sefialadas?

El profesorado debe garantizar una comprension adecuada de los temas en clase,
asegurarse de que las indicaciones del proyecto estén claras desde el principio, brindar
apoyo para aclarar dudas segln sea necesario y proporcionar la retroalimentacion
correspondiente. Todas las personas que imparten el curso durante un mismo ciclo

deben brindar los mismos apoyos.
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Guia de entrevista (estudiantes) # 1

Instrucciones: Marque con una equis (x) la opcién que describe correctamente las
caracteristicas de la persona entrevistada, o escriba en el espacio en blanco la informacién

solicitada.

1. Informacién general de la persona

a) Nombre (opcional):
b) Informacion de contacto (opcional):
c) Sexo: ( x ) Hombre
() Mujer
d) Fecha en que se realizé la entrevista: jueves 14 de julio de 2022
e) Modalidad de la entrevista: () Presencial
( x ) Virtual
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2.

Informacion relacionada a la tematica en cuestion

a)

Entrevista

a) ¢Considera que las instrucciones de las tareas disefiadas son lo suficientemente

claras?

b)

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las instrucciones de las tareas disefiadas

son lo suficientemente claras?

El estudiante destaca que las instrucciones proporcionadas en los ejercicios
resueltos en clase funcionan como ejemplos claros de lo que se espera de €l
al abordar las tareas asignadas. De esta manera, cuenta con una referencia

sobre el contenido al cual estan relacionadas las indicaciones.

¢Considera que los recursos y materiales que se planean utilizar en el

desarrollo de las tareas disefiadas son adecuados?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que los recursos y materiales que se planean

utilizar en el desarrollo de las tareas disefiadas sean adecuados?

El estudiante menciona que las notas del curso son suficientes para abordar

y resolver las tareas propuestas.
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c)

d)

¢Considera que la division del estudiantado propuesta para la ejecucion de
las tareas disefiadas es adecuada?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la division del estudiantado propuesta

para la ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?
El estudiante sugiere que la formacion de parejas es una opcion viable para
dividir el grupo, aunque plantea la posibilidad de que también se pueda

realizar de manera individual.

¢Considera que la interaccion docente-estudiante propuesta para la ejecucion
de las tareas disefiadas es adecuada?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la interaccion docente-estudiante

propuesta para la ejecucién de las tareas disefiadas es adecuada?

El estudiante considera que la hora de consulta es un espacio adecuado para
aclarar dudas relacionadas con el proyecto.

¢Considera que la interaccion entre pares propuesta para la ejecucion de las

tareas disefiadas es adecuada?

(x)Si ( )No
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f)

9)

h)

¢Por qué considera/no considera que la interaccion entre pares propuesta para

la ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?

El estudiante comenta que la interaccion con pares es beneficiosa para la

discusion de ideas, aunque sostiene que no la considera indispensable.

¢Considera que las tareas disefiadas poseen un nivel de dificultad adecuado?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas suponen una

demanda cognitiva adecuada para el estudiantado?

El estudiante menciona que es el nivel habitual utilizado para otras
asignaciones del curso, por lo tanto, si.

¢Considera que las tareas disefiadas se relacionan con el tema de funciones

de varias variables?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera a que las tareas disefiadas se relacionan con

el tema de funciones de varias variables?

El estudiante afirma estar de acuerdo con lo que recuerda del curso.

¢Considera que las tareas disefiadas permiten alcanzar los objetivos de

aprendizaje propuestos?

(x)Si ( )No
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)

K)

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas permiten alcanzar

los objetivos de aprendizaje propuestos?

El estudiante indica que estd de acuerdo segun lo que recuerda del curso.
Aunque inicialmente no recordaba los objetivos especificos del mismo,
sostiene que la aplicabilidad a contextos econémicos puede lograrse con aun

mayor razon.

¢Considera que las tareas seleccionadas permiten alcanzar un dominio

adecuado de los contenidos matematicos en estudio?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas permiten alcanzar

un dominio adecuado de los contenidos matematicos en estudio?

El estudiante afirma estar de acuerdo con lo que recuerda del curso, siempre

y cuando la asignacion se realice con conciencia.

¢Cuales limitantes en el aprendizaje considera/no considera que podrian

presentarse durante la ejecucion de las tareas disefiadas?
El estudiante sefiala que pueden surgir limitaciones debido al tiempo
disponible, la falta de organizacion de algunas personas o el nivel de

comprension de ciertos aspectos por parte de parte de la poblacion.

¢Cuanto tiempo en semanas considera que se necesitara para completar cada

una de las tareas disefiadas?

El estudiante menciona un plazo de dos o tres semanas.
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Guia de entrevista (estudiantes) # 2

Instrucciones: Marque con una equis (x) la opcién que describe correctamente las
caracteristicas de la persona entrevistada, o escriba en el espacio en blanco la informacién

solicitada.

1. Informacién general de la persona

a) Nombre (opcional):
b) Informacion de contacto (opcional):
c) Sexo: () Hombre
( x ) Mujer
d) Fecha en que se realizé la entrevista: jueves 14 de julio de 2022
e) Modalidad de la entrevista: () Presencial
( x ) Virtual
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2. Informacion relacionada a la tematica en cuestion

a)

Entrevista

a) ¢Considera que las instrucciones de las tareas disefiadas son lo suficientemente

claras?

b)

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las instrucciones de las tareas disefiadas

son lo suficientemente claras?

La estudiante menciona que comprende lo que se le solicita, basandose en lo

que recuerda haber realizado durante el curso.

¢Considera que los recursos y materiales que se planean utilizar en el

desarrollo de las tareas disefiadas son adecuados?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que los recursos y materiales que se planean

utilizar en el desarrollo de las tareas disefiadas sean adecuados?

La estudiante sugiere que podria considerarse que el profesorado recomiende

material adicional para consultar y complementar la informacion.
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c)

d)

¢Considera que la division del estudiantado propuesta para la ejecucion de

las tareas disefladas es adecuada?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la division del estudiantado propuesta
para la ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?

La estudiante considera que es una buena opcion para facilitar la solucion de

los ejercicios y evitar que la carga sea demasiado pesada.

¢Considera que la interaccion docente-estudiante propuesta para la ejecucion

de las tareas disefiadas es adecuada?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la interaccion docente-estudiante

propuesta para la ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?
La estudiante sugiere la posibilidad de destinar algunos espacios de las
sesiones para aclarar dudas, dado que no siempre es factible asistir a las horas

de consulta.

¢Considera que la interaccion entre pares propuesta para la ejecucion de las

tareas disefiadas es adecuada?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la interaccion entre pares propuesta para

la ejecucidn de las tareas disefiadas es adecuada?
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f)

9)

h)

La estudiante menciona la misma respuesta que proporcion0 en la pregunta

C).

¢Considera que las tareas disefiadas poseen un nivel de dificultad adecuado?

( )Si (x)No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas suponen una

demanda cognitiva adecuada para el estudiantado?
La estudiante opina que algunos ejercicios si parecen asemejar a los
utilizados en el curso, mientras que otros parecen mas complejos de lo

habitual.

¢Considera que las tareas disefiadas se relacionan con el tema de funciones

de varias variables?

(x)Si ( )No

¢Por gué considera/no considera a que las tareas disefiadas se relacionan con

el tema de funciones de varias variables?

La estudiante afirma estar de acuerdo con lo que recuerda del curso.

¢Considera que las tareas disefiadas permiten alcanzar los objetivos de

aprendizaje propuestos?

(x)Si ( )No
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)

K)

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas permiten alcanzar

los objetivos de aprendizaje propuestos?

La estudiante indica que esta de acuerdo segun lo que recuerda del curso.

¢Considera que las tareas seleccionadas permiten alcanzar un dominio

adecuado de los contenidos matematicos en estudio?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas permiten alcanzar

un dominio adecuado de los contenidos matematicos en estudio?

La estudiante lo afirma solo si todas las personas del grupo colaboran en la

solucioén.

¢Cuales limitantes en el aprendizaje considera/no considera que podrian

presentarse durante la ejecucion de las tareas disefiadas?

La estudiante menciona que el tiempo puede ser una limitante, al igual que

la complejidad de algunos ejercicios.

¢Cuénto tiempo en semanas considera que se necesitara para completar cada

una de las tareas disefiadas?

La estudiante menciona un plazo de dos semanas.
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Guia de entrevista (estudiantes) # 3

Instrucciones: Marque con una equis (x) la opcién que describe correctamente las
caracteristicas de la persona entrevistada, o escriba en el espacio en blanco la informacién

solicitada.

1. Informacién general de la persona

a) Nombre (opcional):
b) Informacion de contacto (opcional):
c) Sexo: ( x ) Hombre
() Mujer
d) Fecha en que se realizé la entrevista: viernes 15 de julio de 2022
e) Modalidad de la entrevista: () Presencial
( x ) Virtual
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2.

Informacion relacionada a la tematica en cuestion

a)

Entrevista

a) ¢Considera que las instrucciones de las tareas disefiadas son lo suficientemente

claras?

b)

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las instrucciones de las tareas disefiadas

son lo suficientemente claras?

El estudiante comenta que las instrucciones son lo suficientemente claras
para aquellas personas que estan al dia con el estudio de los contenidos
impartidos en clase; de lo contrario, puede resultar dificil comprender lo que

se solicita.

¢Considera que los recursos y materiales que se planean utilizar en el

desarrollo de las tareas disefiadas son adecuados?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que los recursos y materiales que se planean

utilizar en el desarrollo de las tareas disefiadas sean adecuados?

El estudiante afirma que, si las notas del curso son coherentes con lo que se

solicita en el proyecto, estas son suficientes.
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c)

d)

¢Considera que la division del estudiantado propuesta para la ejecucion de

las tareas disefladas es adecuada?

( )Si (x)No

¢Por qué considera/no considera que la division del estudiantado propuesta
para la ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?

El estudiante sugiere que se realice en grupos de cuatro o cinco personas.

¢Considera que la interaccion docente-estudiante propuesta para la ejecucion

de las tareas disefiadas es adecuada?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la interaccion docente-estudiante

propuesta para la ejecucién de las tareas disefiadas es adecuada?
El estudiante esta de acuerdo con la interaccion propuesta, sin embargo,
sugiere que se utilicen espacios dentro de las clases para el desarrollo de la

solucion del proyecto.

¢Considera que la interaccion entre pares propuesta para la ejecucién de las

tareas disefiadas es adecuada?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la interaccion entre pares propuesta para

la ejecucidn de las tareas disefiadas es adecuada?
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f)

9)

h)

El estudiante esta de acuerdo, ya que entre las personas de los grupos pueden
apoyarse mutuamente para resolver los ejercicios y discutir los contenidos
con el fin de encontrar la respuesta correcta.

¢Considera que las tareas disefiadas poseen un nivel de dificultad adecuado?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas suponen una

demanda cognitiva adecuada para el estudiantado?
El estudiante afirma que si, ya que las asignaciones son coherentes con la
dificultad de los cursos de matematica que ofrece la Escuela de Matematica

de la UNA.

¢Considera que las tareas disefiadas se relacionan con el tema de funciones

de varias variables?

(x)Si ( )No

¢Por gué considera/no considera a que las tareas disefiadas se relacionan con

el tema de funciones de varias variables?

El estudiante afirma estar de acuerdo con lo que recuerda del curso.

¢Considera que las tareas disefiadas permiten alcanzar los objetivos de

aprendizaje propuestos?

(x)Si ( )No
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)

K)

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas permiten alcanzar

los objetivos de aprendizaje propuestos?

El estudiante esta de acuerdo, ya que la propuesta permite entender la

aplicabilidad de los contenidos en estudio dentro de contextos economicos.

¢Considera que las tareas seleccionadas permiten alcanzar un dominio

adecuado de los contenidos matematicos en estudio?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas permiten alcanzar

un dominio adecuado de los contenidos matematicos en estudio?
El estudiante estd de acuerdo, aunque considera que la propuesta debe
complementarse con otras asignaciones para lograr un dominio total, asi

como un estudio adecuado de la teoria.

¢Cuales limitantes en el aprendizaje considera/no considera que podrian

presentarse durante la ejecucion de las tareas disefiadas?
El estudiante menciona que la desorganizacion o el mal manejo de contenidos
de cursos previos a MATO050 Calculo Il para Economia pueden representar

limitantes.

¢Cuanto tiempo en semanas considera que se necesitara para completar cada

una de las tareas disefiadas?

El estudiante menciona un plazo de tres semanas.
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Guia de entrevista (estudiantes) # 4

Instrucciones: Marque con una equis (x) la opcién que describe correctamente las
caracteristicas de la persona entrevistada, o escriba en el espacio en blanco la informacién

solicitada.

1. Informacién general de la persona

a) Nombre (opcional):
b) Informacion de contacto (opcional):
c) Sexo: ( x ) Hombre
() Mujer
d) Fecha en que se realizé la entrevista: viernes 15 de julio de 2022
e) Modalidad de la entrevista: () Presencial
( x ) Virtual
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2.

Informacion relacionada a la tematica en cuestion

a)

Entrevista

a) ¢Considera que las instrucciones de las tareas disefiadas son lo suficientemente

claras?

b)

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las instrucciones de las tareas disefiadas

son lo suficientemente claras?

El estudiante considera que las instrucciones son lo suficientemente claras y
sugiere que podrian considerarse ejemplos con planteamientos semejantes en

clase que puedan ser utilizados como guia.

¢Considera que los recursos y materiales que se planean utilizar en el

desarrollo de las tareas disefiadas son adecuados?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que los recursos y materiales que se planean

utilizar en el desarrollo de las tareas disefiadas sean adecuados?

El estudiante estd de acuerdo; sin embargo, sugiere que se podrian
proporcionar videos u otros recursos mas dinamicos para facilitar el estudio

de los contenidos.
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c)

d)

¢Considera que la division del estudiantado propuesta para la ejecucion de

las tareas disefladas es adecuada?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la division del estudiantado propuesta
para la ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?

El estudiante esta de acuerdo, ya que en grupos mas grandes algunas personas

pueden no contribuir significativamente.

¢Considera que la interaccion docente-estudiante propuesta para la ejecucion

de las tareas disefiadas es adecuada?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la interaccion docente-estudiante

propuesta para la ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?

El estudiante estd de acuerdo, ya que la propuesta también facilita que las
personas utilicen espacios de estudio independiente para interiorizar los
conocimientos matematicos e investigar. No obstante, destaca la importancia
de tener siempre la opcién de que el profesorado le ayude a aclarar dudas que

no logre resolver por su cuenta.

¢Considera que la interaccion entre pares propuesta para la ejecucion de las

tareas disefiadas es adecuada?

(x)Si ( )No
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f)

9)

¢Por qué considera/no considera que la interaccion entre pares propuesta para

la ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?

El estudiante considera que la propuesta permite que personas con diferentes
niveles de entendimiento se apoyen mutuamente para realizar la asignacion.
No obstante, sugiere que podria permitirse a algunas personas trabajar de
forma individual.

¢Considera que las tareas disefiadas poseen un nivel de dificultad adecuado?

( )Si (x)No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas suponen una

demanda cognitiva adecuada para el estudiantado?
El estudiante menciona que para algunas personas, los ejercicios pueden
representar un nivel de complejidad superior debido a la falta de dominio de

los conocimientos base necesarios.

¢Considera que las tareas disefiadas se relacionan con el tema de funciones

de varias variables?

(x)Si ( )No

¢Por gué considera/no considera a que las tareas disefiadas se relacionan con

el tema de funciones de varias variables?

El estudiante menciona que si, segun lo que recuerda haber estudiado.
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h) ¢Considera que las tareas disefiadas permiten alcanzar los objetivos de

)

aprendizaje propuestos?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas permiten alcanzar

los objetivos de aprendizaje propuestos?

El estudiante menciona que si, ya que la propuesta permite practicar y
entender los contenidos matematicos en situaciones econémicas, lo cual es el

objetivo deseado.

¢Considera que las tareas seleccionadas permiten alcanzar un dominio

adecuado de los contenidos matematicos en estudio?

( )Si (x)No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas permiten alcanzar

un dominio adecuado de los contenidos matematicos en estudio?

El estudiante menciona que la propuesta funciona para practicar y
comprender la aplicabilidad de los contenidos matematicos en contextos
econdmicos. Sin embargo, destaca que para lograr un dominio adecuado,

también se requiere el estudio detallado de la teoria y otros ejemplos.

¢Cudles limitantes en el aprendizaje considera/no considera que podrian

presentarse durante la ejecucion de las tareas disefiadas?

El estudiante menciona que el tiempo, la complejidad de los ejercicios y el

dejar todo para el final pueden ser limitantes.
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k) ¢Cuanto tiempo en semanas considera que se necesitara para completar cada

una de las tareas disefiadas?

El estudiante menciona un plazo de dos semanas y media a tres semanas.
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Guia de entrevista (estudiantes) # 5

Instrucciones: Marque con una equis (x) la opcién que describe correctamente las
caracteristicas de la persona entrevistada, o escriba en el espacio en blanco la informacién

solicitada.

1. Informacién general de la persona

a) Nombre (opcional):
b) Informacion de contacto (opcional):
c) Sexo: () Hombre
( x ) Mujer
d) Fecha en que se realizé la entrevista: martes 19 de julio de 2022
e) Modalidad de la entrevista: () Presencial
( x ) Virtual
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2. Informacién relacionada a la tematica en cuestion

a) Entrevista

a) ¢Considera que las instrucciones de las tareas disefiadas son lo suficientemente

claras?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las instrucciones de las tareas disefiadas

son lo suficientemente claras?

La estudiante sugiere que, ademas, podrian proporcionarse explicaciones
adicionales de algunos conceptos matematicos previos que aparecen en las
tareas con el objetivo de mejorar la comprension, por ejemplo, el método de

minimos cuadrados.

b) ¢Considera que los recursos y materiales que se planean utilizar en el

desarrollo de las tareas disefiadas son adecuados?

(x)Si ( )No
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d)

¢Por qué considera/no considera que los recursos y materiales que se planean

utilizar en el desarrollo de las tareas disefiadas sean adecuados?
La estudiante opina que en las notas del curso podrian incluirse ejemplos

similares que apoyen la resolucion del proyecto, de manera gque sea suficiente

con esta herramienta para resolverlo.

¢Considera que la division del estudiantado propuesta para la ejecucion de

las tareas disefadas es adecuada?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la division del estudiantado propuesta

para la ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?
La estudiante esta de acuerdo y, de hecho, considera que los grupos de tres
personas son la mejor opcidn para que la coevaluacion, en caso de realizarse,

sea justa.

¢Considera que la interaccion docente-estudiante propuesta para la ejecucion
de las tareas disefiadas es adecuada?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la interaccion docente-estudiante

propuesta para la ejecucién de las tareas disefiadas es adecuada?

La estudiante esta de acuerdo, ya que considera que abordar las dudas durante
las horas de consulta es lo mas adecuado. Esto se debe a que el tiempo para
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9)

estudiar las tematicas en clase es limitado y hay una gran cantidad de

contenidos por cubrir.

¢Considera que la interaccion entre pares propuesta para la ejecucion de las

tareas disefiadas es adecuada?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la interaccion entre pares propuesta para

la ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?

La estudiante esta de acuerdo ya que considera que esta dindmica fomenta el

trabajo cooperativo.

¢Considera que las tareas disefiadas poseen un nivel de dificultad adecuado?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas suponen una

demanda cognitiva adecuada para el estudiantado?

La estudiante considera que el nivel de complejidad es adecuado y similar al
de los ejercicios del curso que acaba de aprobar.

¢Considera que las tareas disefiadas se relacionan con el tema de funciones

de varias variables?

(x)Si ( )No
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¢Por gqué considera/no considera a que las tareas disefiadas se relacionan con

el tema de funciones de varias variables?

La estudiante considera que si, segun lo que recuerda del tema.

¢Considera que las tareas disefiadas permiten alcanzar los objetivos de

aprendizaje propuestos?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas permiten alcanzar
los objetivos de aprendizaje propuestos?

La estudiante estd de acuerdo, ya que le permite utilizar los conocimientos
matematicos aprendidos en su &rea de formacion principal, que es la

economia.

¢Considera que las tareas seleccionadas permiten alcanzar un dominio

adecuado de los contenidos matematicos en estudio?

( )Si (x)No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas permiten alcanzar

un dominio adecuado de los contenidos matematicos en estudio?

La estudiante considera que si, que si la asignacion se resuelve a conciencia,

se lograra alcanzar un mejor dominio de la tematica.
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K)

¢Cuales limitantes en el aprendizaje considera/no considera que podrian

presentarse durante la ejecucion de las tareas disefiadas?

La estudiante considera que los conocimientos previos y la desorganizacion

podrian ser limitantes.

¢Cuénto tiempo en semanas considera que se necesitard para completar cada

una de las tareas disefiadas?

La estudiante menciona un plazo de dos semanas es suficiente.
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Universidad Nacional de Costa Rica
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales
Escuela de Matematica

Trabajo Final de Graduacion para optar por el grado de Licenciatura en la Ensefianza de

la Matematica

Bach. Valeria de los Angeles Mesén Brenes

Guia de entrevista (estudiantes) # 6

Instrucciones: Marque con una equis (x) la opcién que describe correctamente las
caracteristicas de la persona entrevistada, o escriba en el espacio en blanco la informacién

solicitada.

1. Informacién general de la persona

a) Nombre (opcional):
b) Informacion de contacto (opcional):
c) Sexo: ( x ) Hombre
() Mujer
d) Fecha en que se realizé la entrevista: jueves 19 de julio de 2022
e) Modalidad de la entrevista: () Presencial
( x ) Virtual
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2.

Informacion relacionada a la tematica en cuestion

a)

Entrevista

a) ¢Considera que las instrucciones de las tareas disefiadas son lo suficientemente

claras?

b)

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las instrucciones de las tareas disefiadas

son lo suficientemente claras?

El estudiante percibe que las instrucciones son claras en términos
matematicos, pero sugiere que podrian ser mas detalladas en cuanto a la

interpretacion del contexto y lo que se espera.

¢Considera que los recursos y materiales que se planean utilizar en el

desarrollo de las tareas disefiadas son adecuados?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que los recursos y materiales que se planean

utilizar en el desarrollo de las tareas disefiadas sean adecuados?

El estudiante piensa que las notas del curso y algunas fuentes adicionales
recomendadas por el profesorado son suficientes para abordar y resolver la

tarea.
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c)

d)

¢Considera que la division del estudiantado propuesta para la ejecucion de

las tareas disefladas es adecuada?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la division del estudiantado propuesta
para la ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?

El estudiante estd de acuerdo con la divisidn propuesta, pero sugiere que
podrian considerarse grupos de mas personas para abordar el proyecto con
mayor detalle.

¢Considera que la interaccion docente-estudiante propuesta para la ejecucion

de las tareas disefadas es adecuada?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que la interaccion docente-estudiante
propuesta para la ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?

El estudiante opina que la interaccidn propuesta esta bien, pero sugiere que
se deberian considerar espacios para aclarar dudas de manera individual
durante la clase, ya que no todas las personas pueden asistir a las horas de

consulta.

¢Considera que la interaccion entre pares propuesta para la ejecucion de las

tareas disefiadas es adecuada?

(x)Si ( )No
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9)

¢Por qué considera/no considera que la interaccion entre pares propuesta para

la ejecucion de las tareas disefiadas es adecuada?

El estudiante considera que, de esta manera, las personas pueden compartir
ideas y buscar la solucion mas adecuada para las tareas. Asimismo, destaca
que permite que aquellas y aquellos estudiantes con un nivel de
entendimiento menor se beneficien del conocimiento de otras u otros,
facilitandoles una mejor preparacion para los parciales.

¢Considera que las tareas disefiadas poseen un nivel de dificultad adecuado?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas suponen una
demanda cognitiva adecuada para el estudiantado?

El estudiante opina que, para aquellas personas que estudian la teoria y
prestan la atencion necesaria en clases, las instrucciones son lo

suficientemente claras.

¢Considera que las tareas disefiadas se relacionan con el tema de funciones

de varias variables?

(x)Si ( )No

¢Por gqué considera/no considera a que las tareas disefiadas se relacionan con

el tema de funciones de varias variables?

El estudiante considera que si, ya que eso es lo que estudio en el curso.

269



h) ¢Considera que las tareas disefiadas permiten alcanzar los objetivos de

)

aprendizaje propuestos?

(x)Si ( )No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas permiten alcanzar

los objetivos de aprendizaje propuestos?
El estudiante dice que si, porque le permite entender mejor los contenidos,
ponerlos en practica y comprender su funcionalidad en contextos

econdmicos.

¢Considera que las tareas seleccionadas permiten alcanzar un dominio

adecuado de los contenidos matematicos en estudio?

( )Si (x)No

¢Por qué considera/no considera que las tareas disefiadas permiten alcanzar

un dominio adecuado de los contenidos matematicos en estudio?
El estudiante considera que la asignacion permite poner en préactica los
conocimientos y prepararse mejor para los parciales, ya que se espera que

tengan problemas similares.

¢Cuales limitantes en el aprendizaje considera/no considera que podrian

presentarse durante la ejecucion de las tareas disefiadas?

El estudiante considera que la complejidad, o al menos lo que parece ser

complejo, podria desmotivar a algunas personas y convertirse en una

270



K)

limitante. También sefiala que dependiendo de la cantidad de personas por

grupo, el tiempo podria ser una limitante.

¢Cuanto tiempo en semanas considera que se necesitara para completar cada

una de las tareas disefiadas?

El estudiante menciona un plazo de dos semanas y media a tres semanas,

dependiendo de la cantidad de personas por grupo.
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