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Resumen. Se exponen las dificultades y errores que presentan los estudiantes
de décimo afio de la educacion secundaria costarricense en el aprendizaje de la
funcién lineal. Estas limitaciones de aprendizaje forman parte de uno de los
organizadores del Analisis Cognitivo, perteneciente al Analisis Didactico del
Grupo Pensamiento Numérico de la Universidad de Granada. Se obtuvo que la
mayoria de los errores se deben a calculos y asociaciones incorrectas, y al
deficiente manejo de conceptos, contenidos y procedimientos.

Abstract. A presentation of a research approach aimed at describing the
difficulties and errors presented in 10th grade students of Costa Rican
Secondary Education in the learning of the linear function. This learning
limitations are part one of organizers of Cognitive Analysis, proposed by the
Didactic Analysis of the Numerical Thinking Group of University of Granada. It
was found that most errors are due to incorrect calculations and associations,
and deficiencies in the handling of concepts, contents and procedures.

Problema de investigacion.

En Costa Rica la educacion preuniversitaria se divide en dos etapas: Educacién
General Basica, comprende estudiantes de primer grado de educacion primaria
hasta los de noveno afio de educacién secundaria, cuyas edades oscilan entre
seis y quince afios; y Educacion Diversificada, comprende los niveles de décimo
y undécimo afio de educacién secundaria, cuyas edades rondan entre dieciséis
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y diecisiete afios.

Lo reportado en este documento es parte de un subandlisis de una
investigacion realizada con base en el Analisis Didactico, propuesto por el
Grupo Pensamiento Numérico de la Universidad de Granada. Especificamente,
se expone aqui lo referente al organizador denominado Limitaciones de
Aprendizaje del Andlisis Cognitivo.

El Analisis Didactico se utilizd por parte de los autores de este escrito, como
fundamentacion tedrica, en la creacion de un material didactico para la
ensefianza de la funcién lineal y de la funcion cuadratica, a la luz del Programa
de Estudios de Matematica del Ministerio de Educacion Publica de Costa Rica
(MEP). La investigacion completa corresponde a un trabajo final de graduacion
para optar por el grado académico de Licenciatura en Ensefianza de la
Matematica de la Universidad Nacional de Costa Rica, en ésta se realizaron los
analisis de contenido, cognitivo y de instruccion sobre la funcién lineal y la
funcién cuadratica.

Sin embargo, en este articulo solamente se expondran parte de los resultados
referidos con el Analisis Cognitivo de la funcioén lineal, donde el objetivo
propuesto fue describir las dificultades y errores que presentan los estudiantes
de décimo afio en el proceso de aprendizaje de dicho tdpico.

La importancia del estudio planteado radica en que, la deteccion de las
dificultades y los errores vinculados a un contenido matematico permite conocer
los factores que pueden interferir en el proceso de aprendizaje del estudiante;
por lo que, se facilita la eleccion de tareas que permitan enfrentar las
dificultades y evitar los errores (Arias y Gonzélez, 2016). Ademés, Abrate,
Pochulu y Vargas (2006) mencionan que los contenidos de cada unidad
didactica se deberian adaptar, ampliar o variar para tratar la diversidad de
errores y dificultades que pueden presentar los alumnos. Por tanto deben
conocerse para poder plantear materiales didacticos provechosos.

Marco teérico

El Analisis Didactico es un método de investigacion propio de la Didactica de la
Matematica, cuya finalidad radica en fundamentar, dirigir y sistematizar la
planificacién de materiales didacticos que organizan y transmiten conocimientos
matematicos, asi como la puesta en préactica y la evaluacion de los mismos
(Rico y Fernandez, 2013). Este analisis trabaja de lo complejo a partes mas
simples, empleando un sistema ciclico de cinco categorias: analisis conceptual,
andlisis de contenido, andlisis cognitivo, andlisis de instruccién y anélisis
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evaluativo; contemplando que las primeras dos categorias son una sola, ya que
ambas proponen establecer qué conocimientos se consideran dentro del
curriculo (Rico y Fernandez, 2013).

El andlisis del cual forma parte esta investigacion es el analisis cognitivo, el cual
segun Rico (2013) se ajusta a una concepcién escrutadora o regresiva, ya que
trata de organizar el para qué y hasta donde aprender determinados
conocimientos sobre un tépico. Para ello, se organiza en torno a tres
organizadores; a saber: expectativas de aprendizaje, limitaciones de
aprendizaje y oportunidades de aprendizaje. Esta investigacion se centra en las
limitaciones de aprendizaje, donde destacan las dificultades y los errores de los
estudiantes, considerando que las dificultades de aprendizaje pueden ser
hipotéticas o empiricas, conjeturadas o conocidas, y que los errores pueden
estar ya documentados o se pueden detectar en la practica (Lupiafiez, 2013).

De acuerdo con Gonzalez y Gémez (2013) el término dificultad, en matematica,
corresponde a una circunstancia que impide o entorpece la consecucién de los
objetivos de aprendizaje previstos. Adicionalmente, cuando se manifiesta
visiblemente una dificultad se estard en presencia del error, y que este es
observable directamente en las actuaciones de los escolares, en sus respuestas
equivocadas a las cuestiones y en tareas concretas que les demande el
profesor.

Para esta investigaciéon se va a entender por dificultad a cualquier situacion
cognitiva que enfrente el estudiante, que le impida o afecte en forma negativa
sus procesos de resolucion de ejercicios y problemas. Ademas, se entiende por
error aquella situacién observable donde el estudiante brinde una respuesta
equivocada.

Al respecto Socas (1997) menciona que durante el aprendizaje se presentan
muchas dificultades que se generan a partir de mltiples factores involucrados;
algunas de ellas tienen origen en el macrosistema educativo, pero en general,
su procedencia se concreta en el microsistema educativo: alumno, materia,
profesor e institucién escolar. Asi mismo, sefiala que las dificultades pueden
abordarse desde varias perspectivas, entre ellas: el desarrollo cognitivo de los
alumnos, el curriculo de matematicas y los métodos de ensefianza; ademas los
errores muestran las debilidades que poseen los estudiantes en cuanto a
aspectos como: lenguaje, términos, conceptos y procedimientos matematicos.

Radatz (1980) mencionado por Abrate, Pochulu y Vargas (2006) brinda una
categorizacion de los errores mas comunes en matematica, entre los cuales se
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encuentran:

a) Errores derivados del mal uso de los simbolos y términos matematicos.

b) Errores provenientes de la produccion de representaciones icénicas
inadecuadas de situaciones matematicas. Por ejemplo, cuando un
estudiante en un triangulo rectangulo logra identificar los catetos e
hipotenusa, pero al rotar la figura ya no lo logra.

c) Errores originados por deficiencias en el manejo de conceptos,
contenidos y procedimientos matematicos. Estas deficiencias incluyen la
ignorancia de los algoritmos, conocimiento inadecuado de hechos
basicos, procedimientos incorrectos en la aplicacion de férmulas y
dominio insuficiente de simbolos y conceptos necesarios

d) Errores causados por asociaciones incorrectas o rigidez del
pensamiento. Dentro de esta clase de errores se tienen:

¢ De asociacién: Razonamientos o asociaciones incorrectas entre
elementos singulares. Por ejemplo, decir que,
(2 A R
Va“s+bs =+a++b o
v v en asociaciéon con el hecho de que

Va2-b2=+a-b

¢ De interferencia: Cuando los conceptos u operaciones interfieren
unos con otros. Por ejemplo, la multiplicacion de dos numeros

N - . —5-—3=28
negativos interfiere en la resolucion de una resta:

—-5-3=8
lleva a

e) Considerar al registro tabular como una herramienta intermedia que
permite localizar puntos en un plano, a partir de una representacion
algebraica y no como una representacion por si misma.

f) Transferencia de una representacion a otra como traducciones, es decir,
pasar de un lenguaje verbal a uno grafico o a uno algebraico.

m9 e ]
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a) Interpretacion de una grafica como la accion por la que se da sentido a
la misma o a una parte de ella.

Abrate, et al. (2006) complementan las categorias anteriores, con: Errores
debidos a calculos incorrectos o accidentales, que son aquellos que se
presentan cuando cada paso en la realizacién de la tarea es correcto o
responde a la logica interna del procedimiento esperado, pero el resultado final
no es la solucion, debido a los errores de calculo que se presentaron en la
ejecucion de operaciones basicas, 0 acarreados por la transferencia equivocada
de simbolos y nimeros involucrados en la situacion. En estas circunstancias si
el alumno llevara a cabo un analisis retrospectivo advertiria la presencia del
error.

Propiamente en el estudio de la funciones Lopez y Sosa (2008), Sarmiento y
Manzanilla (2011) y Cordoba, Diaz, Haye y Montenegro (2013) destacan, por
parte del estudiante, la falta de capacidad para: definir de manera correcta el
concepto de funcion, interpretar el lenguaje matematico, diferenciar entre
variable e incdgnita, enunciar fenémenos o situaciones que involucren una
relacion funcional entre variables, utilizar diferentes representaciones de
funciones y analizar e interpretar el comportamiento de la grafica de una
funcion.

En el caso particular de la funcién lineal, Cérdoba et al. (2013) sefialan que los
estudiantes presentan algunas dificultades al establecer la relacion existente
entre el parametro pendiente respecto a la inclinacién de la recta, la relacion
que existe entre la representacion algebraica y el esbozo de la gréfica, y la
representacion de las intersecciones con los ejes de coordenadas mediante el
criterio de la funcion.

Método

Esta investigacion se clasifica como descriptiva, ya que clasifica y describe los
errores que comenten los estudiantes y las dificultades que tienen los mismos.
Bajo la perspectiva de docentes de mateméticas y al revisar los procedimientos
efectuados por estudiantes al realizar ejercicios propuestos por los
investigadores.
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Se aplicaron dos cuestionarios, uno a docentes de matematicas y otro a
estudiantes de décimo afio de la educacion secundaria costarricense, con el fin
de determinar los errores y dificultades de estos Ultimos al realizar tareas
relacionadas con la funcién lineal. Se utilizo esta herramienta de recoleccién de
datos debido a que el cuestionario es una técnica ampliamente utilizada para
obtener informacién, pues incluye las mismas preguntas para todos los sujetos,
se puede asegurar el anonimato y proporciona tiempo para que los sujetos
piensen las respuestas (McMillan y Schumacher, 2005).

El primero de los cuestionarios tenia por objetivo conocer las dificultades y
errores que han identificado docentes de matematica de la educacién
secundaria costarricense al momento de ensefiar los topicos de funcién lineal.
El cuestionario constaba de dos partes, en la primera parte se presentaban
items con cada una de las habilidades propuestas por el MEP (2012) en el
Programa de Estudios de Matematica para funcién lineal y una serie de
conocimientos matematicos que se requieren para la consecucion de cada
habilidad. A cada uno de los conocimientos matematicos requeridos los
docentes asignaban un valor numérico de uno a cinco, donde cada nimero
representa la frecuencia con que sus estudiantes aplicaban correctamente dicho
conocimiento, siendo 1: Nunca, 2: Casi nunca, 3: Algunas veces, 4: Casi
siempre y 5: Siempre. Por otro lado, la segunda parte poseia dos preguntas
abiertas mediante las cuales se les solicitaban a los docentes anotar los errores
y dificultades mas importantes que han detectado al momento de ensefiar los
topicos en cuestion.

Después de la aplicacion del cuestionario a los docentes, se realizd una
sumatoria de los items propuestos en dicho instrumento. Aquellos items que
obtuvieron un porcentaje mayor al 50% en las categorias de nunca o casi
nunca, se consideraron como una dificultad que presentan los estudiantes en el
aprendizaje de la funcion lineal.

Los docentes a los cuales se les aplicd este cuestionario son profesores de
matematica de educaciéon secundaria y tienen al menos dos afios de
experiencia impartiendo décimo afio. De los cuales al menos uno debe haber
sido apegado al Programa de Estudios de Matematica aprobado en 2012 y
vigente hasta este momento. Esto debido a que en dicho afio escolar se
desarrollan los tépicos en estudio. Los docentes fueron elegidos por
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conveniencia, ya que se tomd en cuenta que laboran en instituciones de las
regiones educativas de Heredia y San José Central. Debido a que estas zonas
son las que recibieron una mayor cantidad de capacitaciones relacionadas con
el Programa de Estudios de Matematica del MEP vigente; ademas, porque eran
las zonas de mayor accesibilidad a los investigadores. Adicionalmente, como no
se quiere inferir resultados a la poblacion, se trabajo con una muestra no
probabilistica de 30 profesores, ya que se considerd que era un numero
adecuado de participantes para aportar informacion general sobre las
dificultades y errores que tienen los estudiantes costarricenses de la educacién
secundaria al estudiar la funcién lineal.

Por otro lado, el cuestionario aplicado a los estudiantes constaba de ejercicios y
problemas, que aparecen usualmente en los libros de texto de décimo afio,
relacionados con la funcion lineal. Fue aplicado a setenta y seis estudiantes de
décimo afio de una misma instituciéon de educacién secundaria, en la que ya
habian abordado el topico de funciones en general, funcion lineal y funcién
cuadratica. Dichos cuestionarios fueron revisados por los investigadores uno a
uno, y se fueron anotando, contabilizando y posteriormente clasificando cada
uno de los errores encontrados.

Resultado

En la siguiente tabla se presenta una clasificacion de los errores detectados por
medio de los cuestionarios aplicados (docentes, estudiantes); ademéas se
categorizan de acuerdo con lo expuesto por Abrate et al. (2006) en el marco
tedrico.

Tabla 1. Errores presentes en el aprendizaje de la funcién lineal

Errores detectados en los cuestionarios aplicados a los

Categorizacion estudiantes y docentes en relacion con la funcion
de los errores
flx)=mx+b
1. Al utilizar la férmula para el calculo del valor

numérico de la pendiente, omite el signo negativo
cuando alguna de las coordenadas de un par
ordenado es un numero negativo.

Errores debidos
a calculos
incorrectos 0
accidentales
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2. Mal empleo de la ley de signos en la realizacion de
operaciones basicas en el conjunto de los nimeros
reales.

Errores debidos ) . )

a caleulos 3. Error al efectuar operaciones basicas en el conjunto
incorrectos o de los numeros reales (sumas y multiplicaciones
accidentales erradas)

4, Error al aplicar algoritmos relacionados con la
resolucién de ecuaciones lineales.

5. Dado el criterio de asociacion de una funcién lineal

mx+b
flx) = .
de la forma & | asocia el valor
1}
. numérico de la pendiente a m ynoa 2
Errores debidos
a asociaciones | 6. Dado criterio de asociacion de una funcion lineal de
incorrectas S
(x) = . 5
la forma & | asocia la interseccion
b
. b .
con el eje de las ordenadasa =~ yno 2= .
Errores 7. Conceptuales, no distingue entre los términos
originados  por abscisas y ordenadas.
deficiencias en o ] .
el manejo de 8. Aplica incorrectamente la férmula de la pendiente al
conceptos, m = ﬂ = @
contenidos y hacer Ya<¥ g YimEs
procedimientos
para la ]9 Ubicacién incorrecta de pares ordenados en el plano
realizacion de cartesiano al trazar la representacion gréafica de la
una tarea funcion.
matematica e . .
10.  Dada una grafica, determina de forma incorrecta

pares ordenados presentes en la misma.

NUMERO 9/ V
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11. Al dar expresiones de la forma fla) =1b no
distingue cual par ordenado pertenece al gréfico

fy @b  (ba)

funcional de

12. No relaciona el signo de m (positivo, negativo,

cero) con la monotonia de la funcién.
Errores

originados  por b
deficiencias en | 13.  No relaciona el signo de (positivo, negativo,

el manejo de y

conceptos, cero) con la interseccion con el eje de la

contenidos 'y representacion grafica.

rocedimientos ) . .

Eara la 14, Error al homogenizar fracciones en la resolucion de

realizacion  de ecuaciones lineales.

una farea | 15, Dado un problema definido en forma verbal,

matematica determina una expresion algebraica que modele el
mismo, pero extrae conclusiones erréneas con base
enél.

16.  Dada la representacion algebraica de una funcion
lineal traza una parabola como su representacion
gréfica.Error al expresar en forma grafica una
situacion problema dada al no tomar en cuenta si el
dominio de la misma es discreto o continuo.

Fuente: Elaboracién propia

Por otra parte, en cuanto a las dificultades que presentan los estudiantes al
resolver tareas relacionadas con la funcién lineal, se presenta la informacion
dada por los docentes, por medio del cuestionario. Se consideraron como
dificultad, para efectos de esta investigacion, aquellas cuyo puntaje promedio
fue menor a noventa, dado que el puntaje asignado por los docentes cuando un
estudiante realiza “algunas veces” una determinada actividad es de tres puntos,
al ser treinta cuestionarios, si todos seleccionaran la categoria algunas veces, el
puntaje total seria noventa. Por lo que, si el puntaje es menor a noventa es
porque la mayoria de los profesores asignd puntajes menores a tres, lo que
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quiere decir que indicaban que sus estudiantes “nunca” o “casi nunca’

Dificultades detectadas por los profesores P““‘?‘e
obtenido

Identifica la pendiente, en el criterio de la funcién, sin importar el 89
orden de las variables
Traza la representacion gréfica a partir del criterio de una funcién 89
Tiene un manejo adecuado de operaciones algebraicas y 88
aritméticas al resolver ecuaciones lineales
Obtiene el valor numérico de la pendiente a partir de la 87
representacion grafica
Traza una representacion grafica adecuada a partir de puntos 87
dados
Obtiene a partir de la representacion grafica la ecuacion de la recta 85
Comprende el concepto de pendiente 83
Puede a partir de un problema construir una grafica que represente 82
la situacién mostrada
Identifica situaciones reales que siguen un modelo lineal 81
Dada la funcién lineal que modela un problema en un contexto real 80
es capaz de extraer conclusiones a partir de ella
Plantea funciones lineales para modelar problemas en contextos 78
reales
Redacta problemas que involucren funciones lineales 69

realizaban dicha accion.

Tabla 2. Dificultades presentes en el aprendizaje de la funcién lineal
Fuente: Elaboracién propia
Reflexiones

Este estudio evidencia la variedad de dificultades y errores que pueden

m — — ey
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presentarse en el proceso de aprendizaje de la funcién lineal. La cual
corresponde a una de las funciones elementales que se abordan en la
educacion preuniversitaria. Por lo anterior esta investigacion brinda, a la
comunidad de docentes de matematicas, elementos que deben considerarse al
momento de planificar la ensefianza de este tdpico y la elaboracién de los
materiales a utilizar.

Se determina que algunos de los errores cometidos por los estudiantes
responden a la falta de dominio de aspectos conceptuales, como lo es la
diferenciacion entre los términos abscisas y ordenadas. Ademas, que hay
errores que no pertenecen directamente a contenidos relacionados con la
funcién lineal, pero que forman parte de lo requerido en dicho tépico de acuerdo
al Programa de Estudios de Matematica del MEP. Ejemplos de esta situacion
son el calculo incorrecto de operaciones basicas en el conjunto de los niumeros
reales, principalmente, en la aplicacion de las leyes de signos y en la
jerarquizacion de las operaciones; la resolucion de ecuaciones lineales, y la
ubicacion de pares ordenados en el plano cartesiano. Siendo este Ultimo
alarmante, dado que es un tema que usualmente se estudia en los primeros
afios escolares. En el caso particular de Costa Rica, este tema se aborda desde
tercer grado de la educacién primaria hasta noveno afio de la educacién
secundaria. En primera instancia se trabaja desde la nocién de posicion y
localizacién de personas u objetos a partir de un punto de referencia.
Posteriormente, en séptimo afio, se trabaja directamente la habilidad de
ubicacién de puntos en el plano cartesiano; en octavo afio, la ubicacién de
pares ordenados en el plano cartesiano se utiliza cuando se aborda el tema de
homotecias, y, en noveno afio, con la aplicacién de la formula de la distancia
entre puntos.

Por ofro lado, entre los errores mas comunes destaco el hecho de que los
estudiantes no saben interpretar de qué manera influye el valor de los
parametros y en la representacién gréfica de la funcién lineal. Es decir, no
determinan la monotonia ni la interseccién con el eje de las ordenadas a partir
de la representacion algebraica. De igual manera, no saben determinar el valor
numérico de la pendiente y de la interseccidn con el eje de las ordenadas en
funciones de la forma , en este caso se observo que omiten el denominador de
la fraccion.

Asimismo, se encontré que cuando a los estudiantes se les propone un
problema definido en forma verbal, estos logran determinar la expresion
algebraica que modela la situacién descrita; sin embargo, extraen conclusiones
erroneas a partir de él. Esto revela que los estudiantes no interiorizaron lo que
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representa la funcién lineal en si, sino que solo memorizan el cémo determinar
la representacion algebraica usando la formula para el célculo de la pendiente.
Los docentes sefialaron que la mayoria de las dificultades corresponden a
acciones que requieren de analisis que van mas alla de aplicar algoritmos,
principalmente en actividades como la identificacién de modelos lineales, la
interpretacién del concepto de pendiente, y el planteamiento y resolucién de
problemas, por lo que se intuye que existe un problema relacionado con el
razonamiento l6gico matematico de los estudiantes.

Es importante destacar que las dificultades mencionadas requieren, de parte de
los estudiantes, un dominio completo del tdpico en estudio. Ademas, las
actividades de analisis usualmente no se trabajan en las clases de matematica,
con lo que concuerdan Espinoza, Espinoza, Gonzélez, Ramirez y Zumbado
(2008). Estos autores mencionan que las clases de matematica se han
caracterizado, en general, por el uso de estrategias metodoldgicas de corte
magistral o tradicional, donde la clase inicia con el docente explicando los
contenidos a ensefiar, luego resuelve algunos ejercicios y por Ultimo propone
una lista de ejemplos similares para que sean resueltos por los estudiantes. Por
lo que, para intentar superar las dificultades se requiere proponer actividades
que evoquen mas andlisis por parte de los estudiantes y los lleve a salir de la
simple aplicacién de algoritmos. Sin embargo, se debe tener claro que podria no
bastar el proponer dicho tipo de actividades para superar todas las limitaciones
de aprendizaje, ya que hay dificultades y errores asociados a obstaculos
epistemoldgicos que no fueron abordados en esta investigacion.

A manera de cierre, se recomienda a los docentes encargados de la ensefianza
de este topico, tomar en cuenta el planteamiento de problemas y ejercicios que
contengan items que requieran de situaciones que fueron encontradas como
errores y dificultades en este escrito. Por ejemplo, se sugiere el planteamiento
de items que requieren el paso de una representacién matematica a otra. En la
propuesta de problemas es recomendable no solo solicitar la representacion
algebraica, sino la representacién gréfica. Esto expondrd al estudiante a la
ubicacién de pares ordenados en el plano cartesiano y a la resolucion de
ecuaciones lineales para determinar la interseccion con los ejes coordenados.
Otra opcidn es solicitar, en términos de un problema dado, la interpretacion del
concepto de pendiente. Esto brindard una riqueza mayor de un tema de
matematica que usualmente los docentes asumen que es sencillo de aprender.
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