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CALCULO DE FUNCIONES POR RE’CURSI(')N DE COLA
Y SUSTITUCION DE PARAMETROS

EVALUATING FUNCTIONS USING TAIL RECURSION
AND PARAMETER SUBSTITUTION

RESUMEN

En este articulo se muestra una forma general de
implementar el cilculo de funciones recursivas
por medio de recursion lineal de cola. Se enfatiza
en el uso de la recursividad de cola para realizar
célculos de manera eficiente.

Palabras clave: Recursividad, recursion de cola,
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ABSTRACT

This article shows a general way to implement
recursive functions calculation by linear tail re-
cursion. It emphasizes the use of tail recursion to
perform computations efficiently.

Keywords: recursion, tail recursion, sequence,
recurrence relation, finite series.

INTRODUCCION

La recursién o recursividad es una técnica po-
derosa de programacién. Muchas veces, el uso
de una forma recursiva es mas simple que su
equivalente iterativa. Sin embargo, el uso in-
correcto o ingenuo de la recursividad ha hecho
pensar a muchos programadores que se trata de
una técnica compleja e ineficiente en si misma.
La recursién lineal de cola es una forma de re-
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cursividad que puede ser tan eficiente (en tér-
minos de tiempo y espacio de memoria) como
la iteracion. En este articulo se explicard el uso
de la recursioén lineal de cola para implementar
el cdlculo de funciones definidas por relaciones
de recurrencia. Ademas, se detallard como en
algunos casos la implementacion recursiva es,
incluso, mds sencilla que la programacién de
una férmula directa.

SECUENCIAS Y RELACIONES DE
RECURRENCIA

Una secuencia es una lista ordenada y nume-
rable de elementos (o términos) tomados de
un conjunto X.

Hay varias maneras de representar secuen-
cias; sin embargo, la mas comtn es utilizar
una letra o simbolo para representar los ele-
mentos de la secuencia, junto con un subin-
dice, el cual identifica su posicion relativa.

Ay, a,,0,," "
La secuencia anterior puede escribirse como

A=A, ={a,}

Es importante recordar que una secuencia
es un conjunto ordenado, por esta razén, la
posicién de los elementos es importante. De
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la misma manera, es posible que dos o més
elementos de una secuencia sean iguales.

La longitud de una secuencia es la cantidad
o numero de elementos componentes. Una
secuencia puede ser de longitud infinita.

A la suma de los términos de una secuencia se
le denomina serie. Muchas funciones se calcu-
lan al utilizar aproximaciones de series finitas.

Una secuencia se puede definir de manera
explicita o por medio de una expresién que
describa cada término.

Una relacion de recurrencia es una formula o
ecuacion, la cual define de manera recursiva
los elementos que forman una secuencia. Cada
uno de los términos de la secuencia es calcula-
do como una funcion de los términos anterio-
res. Los primeros d elementos de la secuencia
son dados de manera explicita y se denominan
las condiciones iniciales de la secuencia.

El orden de una relacion de recurrencia esta
dado por la posicién de los términos ante-
riores que son requeridos para el célculo. Si
se necesita unicamente el término inmedia-
tamente anterior, entonces decimos que la
relacion es de orden 1. Si se requieren los
dltimos tres términos, la relacion es de orden
3. Cuando la ecuacién especifica hasta el n-
ésimo término anterior, se trata de una rela-
cién de orden n.

Una relacién también es orden n cuando usa
hasta el n-€simo término anterior aunque no
haga referencia a términos intermedios.

Por ejemplo, la relacion:

3
X, =X,,—-X, ,+2X, s

n n

es de orden 5, porque exige conocer el quinto
término anterior de la secuencia, pero no necesi-
ta saber los valores del tercer y cuarto términos.

Cuando existe una férmula o expresion no re-
currente para calcular un término cualquiera
de una secuencia, esta se denomina la forma
cerrada de la secuencia (Chow, 1999).
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Los términos de una secuencia definen una
funcién cuyo dominio es un subconjunto de
los ndmeros naturales. De la misma manera,
cualquier funcién cuyo dominio sea un sub-
conjunto de los nimeros naturales puede de-
finir una secuencia?.

f(n)=a,

Cuando tenemos una férmula recurrente, los
términos de una secuencia se pueden calcu-
lar por medio de una funcidn recursiva. Las
funciones empleadas pueden clasificarse
segin el nimero de veces que se invoque a
la funcién recursiva. Si hay una o mds invo-
caciones recursivas, la funcion se denomina
recursiva simple®. Pero, si la invocacién
recursiva se hace una unica vez dentro del
cuerpo de la funcién, ésta se denomina re-
cursiva lineal. Una funcién recursiva lineal
es de orden O(n) n el peor de los casos.

CALCULO DE LOS TERMINOS DE
UNA SECUENCIA

En muchos casos, se puede definir directa-
mente cada elemento de una secuencia. Una
secuencia como la siguiente:

0,1,2,3,4,...

puede definirse por medio de la expresion
(férmula cerrada) para el n-é€simo término:

a,=n,nz0
Por ejemplo, la secuencia:

1,3,5,7,9,...
estaria definida por:

a, =2n+1

2 Ladefinicién puede extenderse por supuesto a cual-
quier conjunto numerable.

3 Algunas veces, si la invocacion se hace dos veces,
se dice que se estd empleando recursion binaria.
En cualquier caso, suponemos que la invocacion re-
cursiva no implica una composicioén de la funcién
consigo misma.
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Si embargo, ésta también podria expresarse
por medio de la relacién de recurrencia:

con la condicién inicial:

a, =1

La funcion factorial:

fin)=n!

es simplemente una funcién que calcula el
n-ésimo término de la secuencia definida
por la relacién de recurrencia:

a, = na

(] n=I
y la condicion inicial:
a, =1
La relacién de recurrencia asociada a la fun-
cion factorial es de orden 1, pues la formula
para a, estd escrita solamente en términos del

elemento inmediatamente anterior en la se-
cuencia (a, ).

Ademas, la funcion de Fibonacci:

finy=f(n=1)+ fin-2)

es una funcién que utiliza una relacién de re-
currencia de orden 2, porque requiere cono-
cer al menos dos de los términos anteriores
de la secuencia.

La siguiente secuencia:
1,0,0,2,-2,2,2,6.,...

estéd descrita por la relacion:
a, =24, , -4,

y tiene 3 condiciones iniciales:
day=la =0,a,=0

El orden de la relacion es 3, porque requiere
esa posicion anterior (a, ,) para el clculo del
término a , aunque no se necesiten todos los
valores intermedios.

En general, el n-ésimo término de una secuen-
cia de orden d se calcula como una funcién de n
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y los d términos anteriores, ademds, esta puede
calcularse de manera iterativa o recursiva:

Fimy=a, =gina, a _.a.;)

sujeto a las condiciones iniciales:
ag =kya =kay, =k,

La relacion de recurrencia puede ser una fun-
cion lineal:

Fin)= ¥ k(n)F(n - i)+ h(n)

=l

Una relacién de recurrencia lineal se deno-
mina homogénea si 2(n) = 0. La funcién fac-
torial y la funcién de Fibonacci son ejemplos
de funciones con relaciones de recurrencia
lineales homogéneas. En algunos casos los
coeficientes k(n) son constantes como en la
funcion de Fibonacci. En cambio, en la fun-
cidn factorial los coeficientes no son constan-
tes (dependen del valor de los pardmetros de
la funcién)*.

Considere, por ejemplo, la funcién:

sin)= ix{i}

ik

4 Para la funcién de Fibonacci

d=2k(n)=1kin) =0
2
Fin) = EF(n —)=F(n-1+F(n-2)
Y para la funcién factorial:
o = L () = dm) =0
1

F (n) = ¥ nF (n-i)=nF (n-1)

i=1
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Esta podria implementarse iterativamente de
la siguiente manera’:

public int s1(int n) {
intr=0;
for (inti=0;1i<=n;i++) {
r+=g(i);
}
return r;
¥

Observando que:

An)= j:g{i} - "2_3{5}4- gln)

=il iwll
sin) =s(n =1+ gin)
y definiendo:
) =0

Podemos volver a escribir la funcién de ma-
nera recursiva:

public int s2(int n) {
intr=0;
if (n!=0) {
r=s2(n- 1)+ gn);
I

return r;

}

en la cual podemos eliminar el uso de la va-
riable local que almacena el resultado y es-
cribir de manera abreviada:

public int s2(int n) {
return (n ==0) 70 : s2(n - 1) + g(n);

}

La version iterativa de la funcion utiliza una
variable local r para guardar los valores in-
termedios resultantes entre la suma de cada
término. Estos valores intermedios se pier-
den en cada iteracion, cada vez que se hace
la suma. Esto es caracteristico de la progra-

> Los ejemplos de cédigo estan escritos en el lenguaje

Java, pero podrian implementarse casi sin ningtin
cambio en C++ o C#.
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macién imperativa (las operaciones son des-
tructivas: la operacién de asignaciéon cambia
el valor de una variable de manera que no
puede recuperarse después).

La version recursiva no destruye los totales
parciales, los cuales se suman al valor del
pardmetro n en cada iteracion. Observe que
el valor del pardmetro n se guarda en la pila.
Este valor es necesario para completar la
operacion pendiente, la cual debe calcularse
después del llamado recursivo.

La expresion de la relaciéon de recurrencia
para esta funcién necesita evaluarse de ma-
nera recursiva antes de efectuar la suma, que
es la udltima operacién calculada.

.-ilrr—'l_:n-j‘llrrl
1 3

La suma del resultado por el llamado re-
cursivo y el valor del término n-ésimo de la
secuencia no puede calcularse antes, pues el
valor no estd disponible.

La funcién utiliza recursion lineal, esta es
invocada recursivamente, sin embargo;
solo se llama una vez dentro del cuerpo de
la funcién. Esto garantiza que no se realicen
llamadas innecesarias y mayores al nimero
de iteraciones requeridas en la primera ver-
sion de la funcion, es decir; es una funcién
de orden O(n). Por otra parte, una funcién
que utilice recursién binaria, en cambio, es
de orden O(n?)°.

Los pardmetros de la funcién deben resguar-
darse en la pila cada vez que haga el llamado
recursivo. Esto ocasiona que la cantidad de
memoria reservada en la pila sea proporcio-
nal al pardmetro de la funcién: cuanto mayor
sea el valor de este, mayor es la cantidad de
memoria requerida para poder hacer el cdl-
culo posterior. A veces, la cantidad de me-
moria requerida no es importante, pero en
otras ocasiones, este factor hace imposible
completar el célculo.

¢ Asumiendo en ambos casos que el cdlculo de cada
término requiere un tiempo constante O(1).
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Analizaremos mediante un ejemplo la estruc-
tura de la invocacidn recursiva.

Consideraremos la funcién g definida por:
g(i) =i

la funcién s se convierte en’:

La funcién puede calcularse facilmente utili-
zando iteracion de la siguiente manera:

public int s1(int n) {
intr=0;
inti=0;
while (i <=n) {
I +=i++;
¥

return r;

La variable r almacena el resultado. En cada
iteracion, la variable r contiene el total par-
cial de la suma hasta el i-ésimo término.

7 Existe una forma cerrada conocida para calcular el
valor de la funcién directamente:

o, nin+l)

siny= Yim

{lg 5
Sin embargo, se utiliza la definicién anterior de la
funcion g para simplificar el ejemplo.
Muchas de las funciones mencionadas en los ejem-
plos tienen también una forma cerrada conocida,
como la de Fibonacci (Subramani, 2004). No obs-
tante, la evaluacion de la forma cerrada implica cél-
culos realizados con aritmética de punto flotante y
que ademds utilizan aproximaciones de constantes

irracionales:
o -
Fin)=—=1{g" -¢")
A5
donde
ll—'\'ﬁ a 1= \"5
D 3 " I 3

Esta forma no siempre es practica cuando se desea
realizar el cdlculo de manera exacta o cuando se ne-
cesita limitarlo a operaciones con aritmética entera.
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rer ki =
ne=le—rnel—0+1
r=3—1+2
Feh—3s3
F=ll—b6+4
p=lie—=]0+5

La variable i es utilizada como indice de la
sumatoria, pero al mismo tiempo se usa para
calcular el i-ésimo término de la sumatoria.
Se puede eliminar la variable y utilizar di-
rectamente el valor del pardmetro n. En este
caso, el argumento de la funcién no cambia-
ria, porque el pardmetro es recibido por va-
lor, no por referencia®.

public int s2(int n) {
intr=0;
while (n >=0) {
r+=n--;
b

return r;

En el listado anterior vemos que en cada ite-
racion reducimos el valor de n antes de vol-
ver al inicio del ciclo.

El valor de la funcién es el mismo, pero los to-
tales parciales se calculan en sentido inverso.

rp=3+—0+3
n=9e5+4
rem]2e=9+3
r=lde1242
r=lie—l4+]
ry=l5e=15+0

L rL e

El resultado es el mismo, pues siempre se eva-
ldan los mismos términos. En este ejemplo, po-
drfamos eliminar el caso donde i = n = 0, por-
que no cambia el valor del resultado, pero no
podemos suponer g(0) =0 en el caso general.

8 Se supone que todas las funciones se han de imple-
mentar siempre con paso de pardmetros por valor.
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Si consideramos la forma recurrente para la
funcioén:

=(0y=0

sy =sin=1+n

podemos implementar la funcién de manera
recursiva asi:

public int s3(int n) {
if (n>=0){
return n + s3(n - 1);
}else {
return O;
b
¥

El célculo recursivo de s(5) se resolveria de
la siguiente manera:

5(5) =5+35(4)

=5+4+35(3)

=5+4+3+3(2)
=5+4+3+2+5(1)
=5+4+3+2+1+3(0)
=54+4+3+24+1+0
=5+4+3+2+1

=5+4+3+3

=5+4+6

=5+10

=15

La suma no se efectia hasta que el control
regresa de la invocacién recursiva cada vez,
porque los valores atin no estdn disponibles.
Si el llamado recursivo fuera la tltima opera-
cién a ejecutar, no se usaria el parametro de
la funcioén para algin célculo pendiente. Esta
forma de recursién se conoce como recur-

sion lineal de cola, o simplemente, recur-
sion de cola (tail recursion).

Definimos una funcidn:
sin)= 5'{"+i+-""j:|

de manera que:

s'(n,i,A)=s'(n,i+i,A )
A=A+
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El valor de la funcién depende solamente del
valor de 7, pero cuando se tiene:

A=5(0)

los valores de A, son los correspondientes a la
funcién s calculada para cada valor de i.

Si tenemos:

A NEY
5’(:1..5,.4}-[

i+l A+(i+1)) ,isn

entonces:
s(n) m #(n,0,5(00)

Veamos que el caso donde n = 0:

s(n) m #(n,0,5(00)

Por lo que:

s(n)  =5"(n0,5(0%)
= 5'{n,0,0}
= '(1,1,0+1)
=5 (n20+1+2)

=5 (nk0+1+2+ - +k)
=5 (nnl+1+24 - +n)
=g(nnel)
=0+l+24-wn

La implementacién seria la siguiente:

public int s4(int n) {
return s4b(n, 0, 0);

h
public int s4b(int n, int i, int A) {
if (i>=n) {
return A;
}else {
return sdb(n,i+ 1,A+ (i+ 1));
b

¥

El cédlculo de cada término de la secuencia
no se hace dentro del cuerpo de la funcién
sino cuando se definen los pardmetros para la
siguiente invocacién. El valor de la funcién
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original lo obtenemos cuando esté disponible
como argumento.

El célculo de s(5) seria como sigue:

5(5)=5'(5.0,0) =s'(5.L1)
=5'(523)
= 5'(5,3.6)
= 5'(5,4,10)
- 5'(5.5.15)

=15

En el momento que el valor del indice alcan-
ce al pardmetro n, quedaria:

s(n) = s'(n,n,s(n))

y se puede regresar el valor de s(n) directa-
mente.

Una ventaja de la recursién de cola es que
permite eliminar el paso de pardmetros en la
pila (ya que no se necesita “recordar” su va-
lor) y la evaluacion puede hacerse con una
cantidad de memoria constante. Ademas, es
simple convertir una funcién recursiva la
cual utiliza recursién de cola en una version
iterativa equivalente. Bastaria con escribir un
ciclo controlado por la condicién inicial de la
recursion y utilizar variables para el valor de
cada pardmetro.

Podemos eliminar el pardmetro i de la defi-
nicién de s’, y obtener la forma equivalente:

Ji=n

) A
#ln.i A) -{s’{r‘i.f-"' LA+ (i +1))

JiER

Se puede implementar esta funcién utilizan-
do recursidén de cola

public int s5(int n) {
return s5b(n, 0);

}

public int s5b(int n, int A) {
return (n>0) ?s5b(n-1,A+n):A;
i
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La version iterativa de ésta corresponde a

public int s6(int n) {
intA=0;
while (n>0) {
A +=n--;
¥

return A;

¥

Si se tiene una secuencia tal que

gy,

se puede derivar otra distinta por composi-
cién de una funcidn, la cual se realiza sobre
los elementos de la secuencia original:

hn' =¢|::ﬂﬂ,d"_”"',ﬂu]|

En particular, son importantes todas las se-
ries de la forma

b = i ka,

pues muchas funciones se calculan por me-
dio de una aproximacién a través de una
serie finita.

Esto es

by = kya,
by = koo, + ka
by = kya, + ka, + kya,

b o= ki, + K, + -4 ka,

Una funcién descrita por medio de una serie
infinita puede aproximarse

fix)= Z:,(;}-.E;;,m
siempre que la serie converja.
A continuacion, se explica cdmo replantear
una funcién recursiva simple, la cual utilice

una relacién de recurrencia en una funcién
recursiva lineal de cola de manera general.
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ESTRUCTURA GENERAL DE LAS
FUNCIONES RECURSIVAS DE COLA

Al escribir una funcién por medio de una
férmula recurrente, se deben realizar invoca-
ciones recursivas para obtener el valor de los
términos anteriores requeridos para el célculo.

=0

=0

f(n}=n!={'

nin-=1)!

La funcion utiliza una relacion de recurrencia
de orden 1. Para calcular el término

a, = f(n)=n!

se requiere Unicamente el valor inmediata-
mente anterior (@, ). Como la funcién solo
necesita un llamado recursivo para evaluar la
expresion, se trata de una funcién recursiva
lineal. La multiplicacién por el valor de n no
se completara hasta tener el resultado obteni-
do por dicha invocacién recursiva.

La solucién para no aplazar el célculo de la
multiplicacién hasta obtener el resultado de
la invocacién recursiva es enviar dicho valor
como pardmetro de la funcion.

Definimos, entonces

=0

=0

L A A
f{ni }- f’{ﬂ-l,ﬂﬁ)

Cada llamado de la funcién multiplica el
valor del pardmetro n por A. Este contie-
ne el producto de todas las invocaciones
anteriores. Compare la definicién de esta
funcién con la utilizada en el ejemplo pre-
viamente estudiado.

Si queremos evaluar la funcién original, bas-
ta con calcular:

Sf(n) = f'(n, f(0)
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Por ejemplo, si se desea calcular f (4) = 4!,
se tiene:
F&) = f(&4,f0) =f(4.1)
= fi(3.4)
= f1(2,12)
= f(1,24)
= f{0,24) =24

Obsérvese que los valores de n se multiplican
comenzando por el mayor hasta que n = 0.
Aqui, el orden en que se efectien las ope-
raciones de multiplicacién no es relevante,
pero lo podria ser dependiendo de la forma
de la funcion.

Cuando es importante determinar cada i-ési-
mo término en cierto orden, se incluye como
pardametro el indice del ese término que se
esté calculando:

_ {A Jdzn
f(n,i,A) =

fni+ii+DA ,i<n

El proceso del cédlculo se efectia de la si-
guiente manera:

f(4) = f1(4,0,£(0)) = f1(4,0)
= 4,10

= [14,22)
= fi4,3,6)

= f{4,4,24) =24

Se puede comparar este ejemplo con el ante-
rior y comprobar que tienen una forma similar.

El parametro A, el cual se arrastra en la fun-
cién hasta que se da la condicién trivial o
bésica de la recursién se denomina un acu-
mulador (Clocksin, 1997).

El acumulador es el término anterior de la re-
lacion de recurrencia de la funcion, de orden 1.
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Podemos extender la idea, si se envian como
parametro los términos anteriores de una fun-
cién f, la cual utilice una relacion de recu-
rrencia de orden d.

Si se tiene una funcion:

a, sami)

a, Jsi=l
flm)=

a;, J=d=1

gln,a,_,a, v a, ) Hed

donde
a,=f@)

Se construye una funcién recursiva lineal de
cola de la siguiente manera:

Pa J=i

P |
,J"I{I‘I‘.I'.jl,_..---if.:l -

Paa A=l

Simd # Laplm, oy p P ) ned

con las condiciones iniciales:

p,=fliy=a,0=si<d

Ast, el calculo se realiza antes de la préxi-
ma invocacién. En todas las invocaciones,
se sustituye cada pardmetro por el valor si-
guiente:

pr"_FHI

El primer pardmetro es sustituido por el valor
de la ecuacion de recurrencia evaluada sobre
todos los valores iniciales. La férmula recu-
rrente es evaluada antes de hacer la invoca-
cion recursiva.

Aplicando esta regla general al ejemplo de la
funcién de Fibonacci, podemos escribir:

Sn)=f(n=1)+ f(n-2)
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Con las condiciones iniciales:

FO) =0, f(D)=1

Entonces, definimos pardmetros para una
nueva funcion, los cuales corresponden con
las condiciones iniciales de una funcion re-
cursiva lineal de orden 2:

f{"} = f’(ﬂ,ﬂ,fﬂ],f{ﬂ]}

fo =0
f'(ns':!ﬁsfn] = .ﬁ WM =]
Slni+ 1 fo+ £ /) n=l

Para calcular f(5), tenemos

fi(5) = F(5,0,L,0) = f(5LL1)

= f'(5,2,2,1)
= f'(5,3,3,2)
= f'(5,4.5,3)
= f'(5.5,8,5)

=3

Cuando n = i, el primer pardmetro de la lis-
ta de condiciones iniciales contiene el valor
buscado para la funcién original

fn,fosfoa) =1, = f(n)

Los elementos de la secuencia original apa-
recen en la lista de pardmetros de la nueva
funcién.

Cualquier polinomio puede calcularse por
medio de una relaciéon de recurrencia. Si
tenemos una secuencia formada por los co-
eficientes de un polinomio de grado » de la
siguiente manera:
CU . cl IR

c,=0,i>n
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El polinomio

p(x) = icrx‘*’

(1]

puede calcularse con la férmula recurrente

q,(x)=c,_, +xq_(x)

{i'.iﬂ(-r) 1i =n

qf(-[} =

Que expresamos en forma recursiva de cola
q.(x) =q,(x,c,)
qi(x,¢;) =g, (x,€,_, +xC,)
o(x,Cq) =,
Observe que

G";(Isf—'f} = q;_l{-’fsf-';-_ﬂl .i >n

Sii=n
g.(x)=g.(xe,) =q.lne,, +xc,)

=q. lxe, 3+ xlc,, +xc,))

=gl (e, e, x+e, 1)

= gyl x,c, + Xe, # 0%+, X))

=ghlx,c, + e x4 ex" 4ot g x")

.
LR R SEITE T
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Los coeficientes del polinomio pueden alma-
cenarse dentro de un arreglo

public double p(double x, double c[]) {

// La longitud del arreglo de
/I coeficientes determina el
/I grado del polinomio.

int n=c.length - 1;
return q(n, X, ¢, c[n]);

}

public double q(int n, double x,
double c[], double cn) {
return (n==0) ?cn :
q(n-1,x,c,c[n- 1]+ x *cn);

Un caso de aplicacion practica

Un buen ejemplo prictico del uso de la re-
cursion de cola es el calculo de una funcién
definida o expresada por medio de una serie
infinita. Esta se aproximard por medio de una
serie finita.

Se utilizard una funcidén trigonométrica para
mostrar como el uso de una forma recurrente

puede simplificar la evaluacion.

La funcién coseno se expresa por medio de
la serie infinita

(L1}

la cual puede aproximarse por medio de una
serie finita

1} xZa

(=
cosx = X, E 20

(i)

donde el valor de n se determina por la preci-
sion necesaria en el calculo.
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Una implementacién ingenua para aproximar
el valor de la funcién utilizaria una funcién
factorial, y alguna otra para evaluar las po-
tencias de x, de manera iterativa o utilizando
logaritmos®.

Si definimos una férmula de recurrencia para
la secuencia

X ={x,}

podemos obtener el valor de la funcién de
manera sencilla y eficiente, sin hacer uso de
funciones para la evaluacion del factorial o el
célculo de potencias.

En este caso

L

X, =,

imi)

donde
. (_ l]ﬂ IZH
" @2n)

Se puede observar que

- (_ 1 } " x?.n
! (2m)!
(=1 )x ((=1)x")

- lx2en(2n=2)x(2n=1)x(2n)

_ (-1_}“.1 IE[R-Il

_x!
" IxZ:n:---x{Zn—E}]x[(Zn-l}x{Zn_]]

Entonces, una relacién de recurrencia para z,
seria

2
=X

t =t | ——
" (2r=1) % (2n)

8 Una forma comiin de implementar el cdlculo de po-
tencias con exponente no entero es utilizar:

b = el

UNICIENCIA 26, 2012

con la condicién inicial

X, =1, =

Qon! o 1

y una expresion general para x, de la siguien-
te manera

X, =X, +1,

public double f(double x, int n) {
return f2(x,n, 0, 1.0, 1.0);
}

public double f2(double x, int n, int i,

double xi, double ti) {

double r = xi;

if (i<=n){
ti *=-(x *x)/

(*i+1)*2*i+2));

r="f2(x,n,i+ 1, xi+ti, ti);

3

return r;

En el codigo anterior, el valor del pardmetro
t, corresponde al valor siguiente de la secuen-
cia, es decir, si el nuevo valor del indice es
j=i+1

t ,'—J‘z
IT @i -2))
__]:2
=l i+ D -D2G+D)
2
=X

=l 2itD2iv2)

es posible cambiar el criterio trivial de la
funcidn recursiva, al eliminar el valor del
pardmetro n y sustituirlo por un margen
maximo de error, pues la secuencia siempre
es convergente.
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public double f(double x) {
return f2(x, ERROR_MAXIMO, 0, 1.0, 1.0);
}

public double f2(double x, double e, int i,

double xi, double ti) {

double r = xi;

if (e < Math.abs(ti / xi)) {
ti *=-(x *Xx)/

*Fi+1)*2*i+2));

r=1f2(x,e,i+ 1, xi+ti, ti);

¥

return r;

El resultado de evaluar el coseno mediante
la funcion iterativa es exactamente igual que
el obtenido con la funcién recursiva lineal de
cola. Es posible obtener valores del coseno
con una precision de hasta 12 posiciones de-
cimales (g < 10'?) con un méximo de 13 in-
vocaciones recursivas a la funcién en el peor

con un margen de error arbitrario

cosx - f.(x)| <&

Lo (x) = f(x,80,x5,0,) = f(x,6,0,1])

En la tabla 1 se muestran los resultados ob-
tenidos con ambas funciones. La primera co-
lumna muestra el valor del dngulo, en el in-
tervalo [0...xt]. La segunda columna muestra
el valor del coseno calculado con la funcion
del paquete Math de la API de Java. En las
dos ultimas columnas aparece el valor calcu-
lado por la funcién recursiva anterior, la cual
utiliza un nimero fijo de iteraciones (9) o una
magnitud médxima de error (1012).

La funcién recursiva de cola se puede trans-
formar facilmente en una versién iterativa,
pues no requiere la composicién de otras fun-
ciones y ademads se puede sustituir el llamado
recursivo por un ciclo.

public double fb(double x) {
inti=0;
double xi =1.0;
double ti = 1.0;
while (ERROR_MAXIMO < Math.abs(ti / xi)) {
ti *=-(x *x)/
(R*i+1)*Q2*i+2));
it++;
Xi 4= ti;
}

return xi;
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de los casos.

Tabla 1
0.000 1. D DODO00D 10000000 | 1.0000000000
0.050 0.998750 2604 09987502604 | 0L99E7502604
0.100 0.9950041651 09950041653 | 0.9950041653
0.150 09887710779 D.9887710779| O.9BETTIOFTR
0.200 0. 98005665778 0.9800665778|  0.9800665778
0.250] O.5689124217| 09689124217 09689124217
0.300] 0.9553364861| 09553364891 0.9553354851
0.350] 0.9393727128| 0.939372T128| 0.9393717128
0.400 0.92 10609040 09210609940 09210609940
0.450 090044 71024 0. 9004471024 0.9004471024
0.500 0.B7TSRZ5619 08775825619 O0.B7T5E25619
0.550 08525245221 DASIS245221 1  0.BSISM5221
0.600] 0.8253356140| 08253356149 08251156145
0.650] O.7960837985| O0.796083798%5| O0.7940817985
0.700] O.7648421873| 07648421871 0. 7E48471871
0.750] 0.7316888669| 0.7316888689, 0.73186888689
0.6800 0.6%6706 1093 0.6967067093 | 0.6R6TO6TD93
0.6850 0.6559831459 0.6599831453 |  0.6599811459
0.900 0.62 1603663 0.6216099681 | 0.62 16099683
0.930 0.5B8 16830895 0.5816830895 | (0.581683089%
1.000 0.540302 3059 05403023058 |  0.540302305%
1.050 0. 4975710479 DASTSTI0ATY] O4975TI0479
1.100| 04535961214| 04535961214 04535961214
1.150] 0.4084874409| 04084874409 04084874409
1L.200] 03623577545 0.3623577S45|  0.3613577545
1.250] 0.3153223624| 0.3153223624| 0.3153223624
1.300 0.26T49RATHG 0. 2674986285 02674988286
1.350 0. 2190066871 0.2190066871 I 0. 2190066871
1.400 0. 1690671429 01690671429 01699671429
1.450 0. 120500 694 0, 1205027694 |  0L1205027654
1.500) 0.070TITXONT| O0.070TAT2ONT| 00707372017
1.550] 0.0207948278| O0.020794EATE| D.0Z0754BITE
1.600] -0.0291995223] -0.0291995223) -0.029199522)
1.650| -0.0791208888| -D.079120BEEA| -0.0791208888
1.700) -D.1268444943] -0.1266444043| -0.1258444943
L.750] -0.1782460556| -0.1762460556) -0.1TB2460556
1.800) -0.2272020947| -0.2272020947| -0.2273020947
1.850)] -0.2755902468) -0.2755902468( -0.2755002468
1.900| -0.323289%665| -0.3732895689) -0.321280%609
1.950| -0.1701808314| -0.3T01808314| 0370180814
2.000] -0.4161468365] -D.4181368365) -0.4161488365
2.050] -0.4610726914| -0.4610726914| -0.45610726914
2.100] -0.5048461046] -0.5048461046| -0.5048461045
2.150] -0.54731576655] -0.5471576655| -0.5473570655
2.200] -0.5885011173] -0.58B5011173! -0.5885011173
2.250) -0.6281736227| -D.6281736I2T| -0GIHLTIGIIT
1.300) -0.6662760213] -06662TE021) 06662760213
2.3%0| -0.7027130768| -0.7027130768) -0.7027110708
2.400] -D.7XTHOATLES|  -D.7D7M9DTLISS| -0.7I7MATISS
2.450] -0.7702312540| -0.7702312540| -0.7FO2IZEAD
2.500| -0.8011436155] -0.8011436155) -0.8011436155
2.550 (.8300535352| -0.B300535352) -0.EI005I5352
1.600) -D.B5LBBHTSI4)| -0.05GBBETIIM| -0.BS68BATSIA
2.650] -0.BBISE21959] -0.BB15821950| -0.8815821959
2.700) -0.9040721420] -0.90407Z21420| -0.9040721420
2.750) -0.9243023786| -D.92430237H6| -0.9243021TE6
2.B00| -0U9422223407| 09422223407 -0.9422223407
2.850) -0.9577TA72ITE| -O.N95T7ATIITE( -0.957TETINMG
2.900] -0.9709581651| -D.970%581651| -0.9T09381651
2.950] -0.9817022000| -0.9817022030| -0.9817022000
1000 -D.9B99924966] 09805024566 008000245068
1050| -0.9958083245| -0.9958081245| 09058083245
1100 -0.9991351503] -0.9991351502] -0.9901351500
2.150] -0.9999646585] -0.9990646584] -0.900MM4G58S
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Optimizacion de cédigo

No todos los compiladores o interpretadores
permiten la optimizacién de la recursién de
cola. Cuando el compilador habilita la opti-
mizacion, se puedan invocar las funciones al
utilizar una cantidad constante de memoria.
En el compilador gec, por ejemplo, existe una
opcién de compilacion (-02), la cual habilita
la optimizacién (Free Software Foundation,
Inc., 2010). En otros lenguajes de programa-
cién, como Scheme, la optimizacion de los
Ilamados recursivos de cola es parte de la de-
finicién estdndar del lenguaje (Massachusetts
Institute of Technology, 2003).

Cuando alguna implementacién de un len-
guaje permite la optimizacion, es posible
sustituir cualquier ciclo por una invocacién
recursiva de cola, incluso cuando existe un
ciclo indefinido (Gamboa & Cowles, 2004)
(como un ciclo de atencidn de eventos en una
GUI), pues la funcién puede invocarse de
manera infinita (nunca provocard un desbor-
de de la pila de llamadas).

Conclusiones

Buscar un planteamiento recursivo para cal-
cular una funcién no siempre es complicado
o ineficiente. Muchas veces un planteamien-
to recursivo es mds natural y sencillo que una
formulacién iterativa o un célculo directo.
Una funcioén recursiva puede ser tan eficiente
como su equivalente iterativa.

Adn cuando la forma recursiva de la funcion
no utilice recursién lineal, es posible conse-
guir una forma lineal de cola. En particular,
se puede construir una forma lineal de cola
cuando la funcién de recurrencia es lineal
(homogénea o no).
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