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NUEVO ENFOQUE COMBINATORIO PARA
EL PROBLEMA DEL PASEO AL AZAR
EN UN ESPACIO n-DIMENSIONAL

Victor Medina, Tatiana Lascaris Comneno y Osvaldo Skliar
Universidad Nacional, Costa Rica

Resumen

Se presenta un nuevo enfoque combinatorio para resolver el problema
del calculo de las probabilidades de paso —probabilidades de transicion en-
tre dos posiciones cualesquiera— de una particula que se desplaza siguiendo
una, trayectoria de paseo al azar en un reticulo n-dimensional.

Las férmulas a que se llega difieren en su forma de las obtenidas pre-
viamente con un enfoque diferente del mismo problema. Obviamente los
resultados numeéricos a que conducen los dos enfoques mencionados coin-
ciden. '

Abstract

We present a new combinatorial approach to compute the transition
probability corresponding to an arbitrary pair of positions of a particle
which follows a random walk on an n-dimensional lattice.

The formulas presented here differ in form from the ones previously
obtained for the same problem with another approach. Obviously the
same numerical results follow from either one of these two approaches.

1 Introduccidén

Para que el presente articulo resulte autocontenido, se analizan brevemente la
geometriay planteo del problema del paseo al azar ([2] pp. 88, 362; [7]) y con el fin
de lograr un mayor entendimiento por parte del lector sobre la metodologia empleada
para resolverlo en el caso n-dimensional, se presentan, a manera de ejemplos, los
casos unidimensional (n = 1) y bidimensional (n = 2); siendo el caso general una
extension natural de ellos ([3],[4],(6]).
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2 Planteo del problema

Sean n ejes ortogonales de un reticulo n-dimensional (ejes espaciales), divi-
dido cada uno de ellos en longitudes unitarias. Considérese el tiempo constituido
por lapsos elementales.

Una particula, que se modelara por un punto, situada inicialmente en el ori-
gen, se desplaza al azar una unidad de longitud en cada lapso elemental, en
forma paralela a alguno de los ejes espaciales. Transcurridos ¢ lapsos, la po-
sicion de la particula en el espacio queda determinada por n coordenadas enteras
(z1, a3, .x,), siendo x; el valor correspondiente a la proyeccion ortogonal
sobre ¢l eje-x; del punto del reticulo correspondiente a la posicion de la particula
al finalizar el lapso t; de esta forma, el nimero ¢ de lapsos transcurridos es
igual al numero de desplazamientos unitarios efectuados por la particula segun la
direccion, positiva o negativa, de cada uno de los ejes coordenados. Asi. si m; 4
denota el numero de desplazamientos unitarios efectuados por la particula al cabo
de t lapsos elementales en forma paralela al eje-2; siguiendo el sentido positivo de
dicho eje y si m; _ denota el numero de tales desplazamientos efectuados segin
el sentido negativo del eje-z; . entonces

n
to= Y (mig + mi-) (1)
=1

Por otra parte, al estar la particula inicialmente (cuando ¢ = 0) en el origen
del sistema de ejes espaciales. transcurridos ¢ lapsos, su coordenada z; es igual
al numero de desplazamientos unitarios realizados por la particula en forma pa-
ralela al eje-z;, durante esos t lapsos, siguiendo la orientacion positiva de este
eje, menos el numero de aquellos desplazamientos paralelos al eje-z; pero con
orientacidon negativa; asi se tiene que

i = Miq — My (2)

También se suponen conocidas las probabilidades p; vy pi- (2=1,2,---,n)
de que 1a parwenia en cada lapso se desplace una longitud unitaria en forma
paralela al eje-z; segun su sentido positivo y negativo, respectivamente. Estas
probabilidades son las mismas para cada punto (zq, 2, - . z,) del espacio n-
dimensional y para cada lapso. Desde luego que debe cumplirse, de acuerdo al
planteo del problema que

™
Sopiw +pi-) = 1 (3)
j=1

Se dird que se trata de un caso de paseo al azar isotropico cuando dichas
probabilidades sean todas iguales; esto es, cuando py 4 = p1 - = pay = po- =

= P,y = Pn— = (2n)7'; en caso contrario el paseo al azar se denomina
anisotropico.
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El problema consiste en determinar la probabilidad de que la particula se
encuentre en el punto con coordenadas (zy, x5, -+, z,) al cabo de ¢ lapsos
elementales, valor que serd denotado por Play, zo, -+, z,;1t). De acuerdo
con esta notacion v puesto que inicialmente (en el lapso ¢ = 0} la particula se
encuentra en el origen debe cumplirse que P(0, 0, ---,0;0) = 1. ([1],[5]).

3 Caso unidimensional

En el caso del paseo al azar unidimensional, las ecuaciones {1} y (2) son,
respectivamente '

b= my 4 + my - Xy = My 4 — My —

de donde se obtiene

i+ a4 t — €
EE— my- = ————

2 2

my+ =

Asl, al cabo de ¢ lapsos elementales, conduciran al punto con coordenada =z,
' que estan formadas por (#+ z;)/2 movimientos en
el sentido positivo del eje-zy v (1 —ry)/2 movimientos en el sentido negativo de
dicho eje v de acuerdo con el cdlculo combinatorio. el numero de tales trayectorias
esta dado por

todas aquellas trayectorias

t
v en consecuencia *
t . .
st = (T2 (1-x1)/2 (
P( ‘Ll? t) - (t+£1)/2 })1..'1- p]__.— (l)

Adviértase que la condicion inicial P(0;0) = 1 estd incluida en la féormula (4).

[iste caso de paseo al azar unidimensional es bien conocido y, como se ve, una
aplicacion directa de la distribucion binomial resuelve el problema. Aqui sélo se
presenta a fin de familiarizar al lector con la naturaleza del enfoque combinatorio
que se usa en el presente trabajo. Las novedades introducidas pueden apreciarse
a partir del caso bidimensional. .

'La trayectoria de una particula transcurridos ¢ lapsos elementales es la secuencia de mo-
vimientos que ha efectuado la misma durante esos £ lapsos.
?El coeficiente () = 0, amenos que a y 3 sean nimeros enteros no-negativosy o > f; en

Cuyo €aso
(a-) __ ol
3) 7 Be-p)1"
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4 Caso bidimensional

En este caso el problema consiste en determinar la probabilidad Py, z,; t)
para una particula que se mueve al azar en el plano coordenado v en la forma
descrita anteriormente.

La ecuacién (1) para el caso bidimensional es
t = (miy + mi-) + (Mmoy + ma_)

Ahora, se denota por m; al nimero de lapsos, de los ¢ considerados, en los que
la particula no se mueve en forma paralela al eje-2; : 3 entonces, podemos escribir

t=mi+ +mi- + mig
v puesto que I; = mj 4 — M- . se obtiene

t—mypo + 24 L — mip — 1

. my- = . (3)
2 2

Por otra parte, puesto que myg es el numero de lapsos en los que la particula se
desplaza en forma paralela al eje-z; o, dicho de otra forma; el numero de lapsos
durante los cuales su proyeccion sobre el eje-z; permanece constante. entonces
mip = may + Mo vy de (2) se tiene que z; = my 4 — my—; lo cual implica
que

m 1.4+ —

- Myo + &2 = Mo — &3 (6)
9+ = g~ = e
' 2 2

Ahora, una vez establecida la notacién correspondiente, se da inicio al analisis
combinatorio para el caso bidimensional.

e En ¢ lapsos elementales my o desplazamientos unitarios en forma paralela
al eje-z5 pueden ocurrir de

formas distintas.
mM10

e De los m; lapsos en los que la particula se desplaza en forma paralela al
eje-z9, mo 4 corresponden a desplazamientos unitarios en la direccién del
eje-T4 , lo cual puede ocurrir de

m1,0 mio

= formas distintas (aqui se usa (6) ).
mo 4 (myo + x2)/2 (aq (6))

3Asi que m; g es el nimero de movimientos efectuados por la particula en forma paralela
al eje-z4 durante los t lapsos considerados.
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e En t — m g lapsos la particula efectia m, . desplazamientos unitarios en
forma paralela al G‘Je-f;l segiun el sentido positivo del eje-z, ; esto puede
ocurrir de

t—mio) t — myo e ‘ ]
( mi 4 ) = ((f — myg + 1:1)/‘2) formas distintas (aplicando (5) )

e Del analisis anterior, se sigue que

( t )( t — i )( ?nl,O )
myof \(t — mio + ;1‘,‘1)/'2 (mio + ’Lz)/z

es el numero total de trayectorias constituidas por m; desplazamientos
unitarios paralelos al eje-z2 y t — mypo desplazamientos unitarios para-
lelos al eje-zy que llegan al punto de coordenadas (z,.x,) en ¢ lapsos
elementales.

De acuerdo con el enunciado del problema, cada una de estas trayectorias ocurre
con probabilidad

my 4 M- M2 4 ?ng,_ (t—myg+x1)/2 (t-mio—21)/2 {miotza)/2 (mi0-—z2)/2
Py Pi- P2y P2 = P14 11- P24 P2~

Debe observarse que en t lapsos elementales m;y puede tomar valores desde
mio = 0 hasta m;g = { y en consecuencia, 4

p(mla L2 f)

myo=0 \"10
{ t — my.0 )p(r myo+z) /2 p(f—-ml,g—rl};’z}
(t — myo + 21)/2 b

mio (mi04w2}/2 (m1o—z2)/2
& p + , p L (7
{((ml.o + 372)/3) o ’ } :

Las féormulas a que conduce el enfoque descripto difieren en forma de las
obtenidas previamente para el mismo problema con un enfoque distinto ([4]).
Asi, por ejemplo, utilizando este ultimo para el caso bidimensional se obtiene:

*my o = 0, significa que la particula se mueve, durante los ¢ lapsos considerados, siempre

en forma paralela al eje-2.
my g = t, significa que la particula se mueve, durante los ¢ lapsos considerados, siempre en
forma paralela al eje-x5 .
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P(xy,xy; t)

t—zg +3)
: t!
= - o (=l : t—{z .
j=0 JUG + 2)! (—%‘3—1—-3)1 (Ji—?f—"il—j +.-1:2)!
. . t—lr 4Tl o t—(zytzp)
I TE 7 } Jtag g 7
Py -t Payl 3 (8)

De acuerdo al criterio de los autores —quienes reconocen que en esta cuestion
interviene un fuerte componente subjetivo— la férmula (7) —aunque conduce a
los mismos resultados numéricos que la (8)— aporta una mayor claridad concep-
tual que esta ultima v resulta, por consiguiente, mas facilmente inteligible. En
efecto, el tratamiento presentado en este articulo puede considerarse una gene-
ralizacion bastante directa del clasico problema de paseo al azar en un reticulo
unidimensional. Asi, el miembro de la derecha de la formula obtenida para el
caso del paseo al azar en un reticulo bidimensional puede considerarse el pro-
ducto de los dos miembros de la derecha de sendas formulas para paseos al azar
en reticulos unidimensionales. teniendo debidamente en cuenta la restriccion es-
tablecida por el hecho de que el numero total de movimientos elementales de la
particula considerada es igual a {.

5 Caso n-dimensional

La generalizacion al caso n-dimensional ahora resulta obvia. Se denota por

myo el numero de lapsos en los que las coordenadas z,, xy, -+ , 3 permanecen
constantes, para & = 1, ---.n. Adviértase que myg > mag 2 - Mu_10 =
mpo = 0. Ademas myo — myy10 corresponde al nimero de lapsos en los que

la particula se desplaza en forma paralela al eje-z1; , de los cuales en

 MEo — Mig10 + Tegl |
Meg+1,+ — 5 apsos,

la particula sigue el sentido positivo de dicho eje (para & = 1,2, -+, n—1).

Como en los casos estudiados anteriormente, una vez fijados los parametros
Mi0, M20. '« My_1,0.el nimero total de aquellas trayectorias que en ¢ lapsos
elementales llegan al punto con coordenadas (zy, 22, -+, ®,) y que correspon-

den a tales parametros es:

! Mtiol [Mz2o0 Mp-20

Myo/ \T2o/ \M30 Mn—1,0

y el nimero de formas distintas en que la particula puede desplazarse my
unidades siguiendo el sentido positivo del eje-zy (k = 2.+, n—1) es:
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( Mig_1,0 — Mo
(Mmr_19 — my + 2)/2

Para los ejes x; v x5, estos valores son, respectivamente

( t — mi.0 ]
(t — mip + x1)/2 y

( fn-n-—l,()
(Tfln_l,g + ;I'n)/Q

Luego, con esta notacion y siendo el analisis combinatorio similar al del caso
tridimensional, se llega a la férmula general®:

P(J;la“'\xn;f)
mig=0mao=0mzg=0 Tip—1.0 =0 10 2,0 m3o Mn-1,0
t — Mo p{t—ml:oﬁ-:ﬂl)ﬁp(f—ml,u—xl)f?
K 1, 1.—
(t — myo + £1)/2) 07
myg — Map (mig—myotz2}f2 (mio—mao—r2)/2
_ o | P2t P2 -
(Mo — maoe + 22)/2

Mg — Map p(mglg —mao+zra)/2 p{mg‘g—?n‘g\g—zs)f?
(mao — Mo + 23)/2 i =

Ma-1,0 (M1 otan)/2 {mn_lln-—xn]fi}
Pn, Pn,— (9)
{((m # :cn)/z) "
Finalmente, si se establece que mpo = t. v puesto que m,p = 0 ya que

en cada lapso la particula se mueve una longitud unitaria. entonces (9) puede
escribirse en forma mas resumida como

P23, - o5itn;t)

t 1.0 mz2.0 Mn_2,0 n—2
1,0
= 3 Y 11 ( _ ) (10)

mpo=0 mopg=0 map=0 Mu-10=0 | j=0 Mjit1.0

n—1 Mg — M. ’
50 J+1,0 (mjo—myp10+e;41)/2 plm.};ﬂ —my10—Tr41)/2
. e . . I3 i1+ J+1,—
j=0 (Mjo — Mysr0 + 2541)/2

Debe recordarse que en todas las férmulas aqui expuestas, aquellos coeficientes (5) son

cero, amenos que a > 3 > 0 ¥y a y /7 sean numeros enteros. Ademas, puesto que (g) =1,
siempre se cumple la condicién inicial P(0, , .-, 0;0) = 1.
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6 Algunos ejemplos

Para el caso del paseo al azar 1sotropico en un espacio tridimensional la férmula
(9) se reduce a

.P(;El, I, .'133' f)

52 0 lone) o) (i =
m10_0m20 Mo ’ a0 l (t — Mo - ;1'.'1)/2 .
Mip — Mo m2.0 (11)
(m1o — mao + 22)/2)  \(m2o + x3)/2

Asi, por ejemplo, si una particula situada inicialmente en el origen de un espa-
cio tridimensional se desplaza con paseo al azar isotropico, la probabilidad de
que al cabo de tres lapsos elementales se localice en el punto con coordenadas
(0, =2, —1) es 0.013888888389, e igual valor corresponde a las probabilidades
de que al cabo de tres lapsos elementales la particula se encuentre en cada uno
de los puntos con coordenadas (0, £2. £1). También resulta, haciendo uso de
(11), que P(3,3.3:6) = 0 lo cual es obvio, pues no existe trayectoria alguna
que una al origen (0, 0. 0} con el punto (3. 3. 3) en seis lapsos elementales.

La férmula (9) se aplica directamente al caso de particulas que se desplazan
con paseo al azar anisotropico. Asi. si se considera que una particula se desplaza
con paseo al azar en el espacio tridimensional de forma tal que
_ ) 1 T 1 1
i+ = 24 - = 12 P2+ = 94 » P2— = 6=P3.+ = P3- = g’
se obtiene, por ejemplo, que P(0, —-2. -1:3) = 0.01042 = P(0.-2.1:3).
mientras que P(0,2,1:3) = 0.03190 = P(0,2,—-1;3). Luego, aqui se
observa que, a diferencia con el caso isotrépico. las simetrias de los puntos en
cuestion con respecto al origen no implican que las probabilidades de que la
particula se encuentre en cada uno de esos puntos al cabo de un determinado
nimero de lapsos deban ser iguales.®

7 Perspectivas

El enfoque aqui presentado resuelve conjuntamente el problema del paseo
al azar tanto para el caso isotrépico (piy = pi- = (2n)7!) como para el
anisotropico y puede dar respuesta a infinidad de preguntas relacionadas con
una o un numero finito de particulas que se desplazan con paseo al azar en

6Los calculos presentados en este ejemplo se hicieron implementando la férmula (9) mediante
un programa en PROLOG. Los tiempos de ejecucién son del orden de décimas de segundo.
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un mismo espacio n-dimensional. Por ejemplo, si dos particulas 4 y B o
mueven en el plano con paseo al azar y si transcurridos f; lapsos se observa =
la particula A en el punto con coordenadas («,b), mientras que la particula /-
al cabo de ¢, lapsos se encuentra en el punto (¢, d), jcual es la probabilidad d.
que al transcurrir f3 lapsos (3 > t; y t3 > t3) A y B se encuentren en ¢
punto (e, f)? Puede advertirse que la probabilidad de que la particula A eu
t3 — t; lapsos se traslade de {a.b) a (e, f) es la misma probabilidad de quv
ésta se traslade desde el origen al punto (e —a, f — b) en 3 — #; lapsos; es
es Ple —a,f—b:t3—1;). En forma similar la probabilidad de que la particul
B se traslade de (c.d) a (e, f) en t3 —1{, lapsos es Ple —¢,f —d:t3— 1,
Finalmente. si las trayectorias de cada una de esas particulas son estocasticainct
independientes, entonces la probabilidad de que ellas se encuentren al cabo de
lapsos es Ple—a,f—b;i3—1t,) Ple—c, f—d: t3—1), la cual puede computar:
haciendo uso de (7).

Debe también aclararse que el enfoque presentado en este trabajo no se ajust
al problema del paseo al azar en recintos n-dimensionales finitos con geometr;
arbitraria; tema que se tratara en trabajos posteriores. Aqui se ha mejorado su
tancialmente el enfoque combinatorio para el problema del paseo al azar cuanc
éste ocurre en el espacio n-dimensional sin fronteras.

Referencias

[1] Chandrasekhar, S. 1943. Stochastic Problems in Physics and Astronomy. Rev. Mod. Phys., 15 (1’
pp. 2-20.

[2]1 Feller, W. 1975. Introduccion a la Teoria de Probabilidades y sus Aplicaciones. Vol. 1. Editoriz
Limusa, México.

[3] Ladscaris, T., V. Medina y O. Skliar. 1982. Tres Enfoques para la Solucidn del Problema del Pasec
al Azar {caso n-dimensional). Cuarto Congreso de la Asociacién Costarricense de Fisica, San José

Costa Rica.

(4] Lascaris, T., V. Medina y O. Skliar. 1987. Tres Enfoques para la Solucion del Problema del Pasec
al Azar (caso n-dimensional). Matemdtica, Ensefianza Universitaria, N 40, Bogotd, Colombia.

[5] Rota, G.C., ed. 1978. Studies in Combinatorics. Studies in Mathematics. Vol. 17. MAA.

[6] Skliar, O. 1978. Selucion del Problema dei Paseo al Azar para el Caso n- dsmensmna! Segundo
Congreso de la Asociacién Costarricense de Fisica, San José, Costa Rica.

[7]1 Spitzer, F. 1976. Principles of Random Walk. Springer-Verlag, New York.

61





