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Resumen:

El presente trabajo consiste en la segunda parte de una aplicacion de los valores y vectores propios de una matriz, para
resolver una relacion de recurrencia homogénea lineal con coeficientes constantes. La aplicacion abordada utiliza la teoria de
matrices de Jordan, para generalizar el método de trabajo que se expuso en la primera parte de este articulo.
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Introduccion:

En la primera parte de este trabajo se desarrolld un método para resolver relaciones de recurrencia homogéneas lineales
con coef'icientes constantes, utilizando valores y vectores propios bajo ciertas condiciones particulares.

Una relacion de recurrencia de este tipo es aquella de la forma:

Sntk = Be—18nt{k—1) + Br—25nt (k-2 + -+ FiSnp1 + HoSn

siendo los 3; nimeros reales fijos ¥j, j € WU {0}, 0 < § <k — 1, que junto con las k condiciones iniciales:

S}-::j,:}-ER,‘c"j,jENU{D},U‘_:j‘_:k—l

determinan de manera tnica los elementos de una sucesion (Sn,,z -

Esta relacion de recurrencia se puede expresar mediante un sistema de ecuaciones lineales como sigue a continuacion:

Stk = 18y (-1) + Br—2Sni g+ -+ ASnp + FoSn
Snt{r—1) = Snt{x-1)
Snt{k—2) = Snt{x-2)

S‘ﬂ."—l = Sn-l-l

que matricialmente corresponde a:

Xp41 = AX, 1

siendo,
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A= 0 una matriz k& * k con entradas reales v
0 b - 1 D
Snts-1
Sntin-g)

Xn = . un vector en IR

A partir de la ecuacion (1) es posible inferir2 que:

X, =A"X, ¥n,ne Nu{0} 2

de donde si se determina la potencia n—ésima de 4, la relacion de recurrencia queda resuelta al igualar la fila £—ésima de

ambas matrices k x 1 en la expresion anterior.

En la primera parte del articulo, se abordd un método de trabajo basado en suponer que la matriz 4 era diagonalizable,
esto con la finalidad de poder calcular A™ wn,n € WU {0} de forma directa. Efectivamente se logré demostrar que A es

diagonalizable si y solo si todos sus valores propios son de multiplicidad algebraica igual a uno y bajo este supuesto se
ide6 un algoritmo que condujo a una relacion general para resolver una relacion de recurrencia homogénea lineal con coef
icientes constantes de orden k.

Aunque los resultados que se obtuvieron fueron bastante generales, me parecid necesario completar este trabajo, tratando
el caso en el que la matriz 4 tuviera valores propios con multiplicidad algebraica mayor estricta que uno, desde este punto
de vista, concentré mis esfuerzos para dejar el problema completamente resuelto y encontré en la teoria de matrices de
Jordan el fundamento teérico necesario con la finalidad de lograr dicho objetivo.

Fundamento Tedrico

La diagonalizacion de matrices, proporciona un recurso muy eficiente para expresar a una matriz de una forma relativamente sencilla mediante
una transformacion de semejanza, sin embargo, como usted ya lo ha podido comprobar, constantemente en la practica surgen matrices no
diagonalizables, en donde, se hace indispensable utilizar otros medios para determinar una semejanza que permita reducirla.

Es en este sentido, donde la teorfa de matrices de Jordan® proporciona el fundamento tedrico necesario para encontrar una nueva matriz J no
diagonal, pero especialmente sencilla, semejante a la matriz original.

En esta seccion se estudiaran las principales definiciones y teoremas de esta teoria, ademas de algunos resultados propios, que serviran como
soporte teorico para introducir el método generalizado que deseo exponerle.

Definicion 1 Sea k € IV, la matriz denotada por Ny = (ni;) € Mx () se define por:
e ={ lsij=i+1

Deij#i+1

es decir:


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/contribuccionesV5n2dic004/Vilchez-recurrencia/ARecurrencia2WEB/footnode.html#foot3175
http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/contribuccionesV5n2dic004/Vilchez-recurrencia/ARecurrencia2WEB/footnode.html#foot3173

[=]
—
=]
[=]

0D o1 0
Ne=| @

oo 0 1

oo 0 0

A1 0D - 00
0D a1l - 0D
B(A) = AL+ N = : o
000 Al
000 oA

de tal manera que B () es una matriz k % k con el escalar A en la diagonal principal, unos en la primera diagonal por encima de ella y

ceros en las demas entradas.

Por ejemplo las siguientes matrices son bloques de Jordan:

v2 1 0 0
31 "ﬂl 11 2 0 v2 1 0
(2101 0 3 - D0 V2 o1
%2 0 o -1
A=2 =3 Zx3 0 0 o \5 s
A=-1 A=v2
Definicion 2 Una matriz de Jordan T es aquella de la forma:
Bi(M) O 0 D
D Ba(d) 0O - D
T D 0 Bs(h) - D
D 0 0 - Bu(Am)
donde cada B; (»;) es una matriz de bloques de Jordan.
Por ejemplo las siguientes matrices son matrices de Jordan:
6 00 O Do
Lo toon 0041 0 0 O
-1 1 0 02100 DD 4 0 00
o -10 o o210 D OO0 -2 1 D
o 0 6 o o020 D DD 0O -3 D
Formada. por des bloques pooo2 o oo o o5
Formada, por tres bloques

Formada, por cuatro blogues

Teorema 1 Toda matriz cuadrada A es semejante a una matriz triangular superior T de la forma:

T, 0 0 - D
0 T 0 - 0
r—| 0 0 Ts - 0



donde cada matriz T; ¥j € IN,1 < j < k es una matriz triangular superior con elementos x; en la diagonal principal, el orden de T; es

la multiplicidad algebraica de »; como valor propio de A y  es el numero de valores propios diferentes.

Teorema 2 Toda matriz triangular superior T con los elementos de su diagonal principal iguales a X es semejante a una matriz de

Jordan de la forma:

By 0 0 . 0
0 By(A) 0O - D
0 0 Bs(a) - 0
0 0 0 B

Para efectos de este trabajo, los teoremas 1 y 2 se enuncian sin una demostracion formal, sin embargo, si el lector estd interesado le
recomiendo consultar el libro “Applied Linear Algebra” por B. Noble, de la editorial Prentice-Hall.

Teorema 3 (Forma Candnica de Jordan) Toda matriz cuadrada A es semejante a una matriz de Jordan J de la forma:

Bi(M) O D - D

0 Ba(d) D - D

-] o D Bs(hs) - O
0 0 0 - Bu(dm)

donde cada »; ¥j € IN,1 £ j < m es un valor propio de A.

En el teorema 3 un valor propio A; ¥j € IV,1 < j < m puede aparecer en mas de un bloque de Jordan, pero el nimero de bloques de Jordan

que contienen a A; es igual a la dimension del subespacio propio asociado a A;.

proof

Por el teorema 1 la matriz A es semejante a una matriz triangular superior T de la forma:

T, 0 0 - D
0T, D - D
r—| 0 0 Ty - D
000 0 - T

donde cada T; es una matriz triangular superior con elementos A; en la diagonal principal, siendo ; un valor propio de A, es decir, existe una
matriz invertible 2 tal que:
T=0Q A Q" *

A suvezpor elteorema 2 T; ¥j € IV,1 < j < k es semejante a una matriz de Jordan de la forma:

Bi(A) D 0 - D

0 By(a) O o 0D

J; = D 0 Ba(Ay) 0
0 0 0 o B (M)

en cuyo caso, por def inicion de semejanza, existe una matriz B; invertible tal que:

-1
J; =R; T; E; ok



Def inamos una matriz E de la siguiente manera:

R 0 D o
0 B D 0
E=| 0 0 HRs 0
00 0D - R
es notable que:
E' o 0 o
0 R' 0 0
gl=| O o Rt 0
o o 0 R
y en consecuencia:
R (@ 4 QM r
=R T -R!por (%
R 0O - 0 ™ 0 -- 0 ' o - 0
0 R. - D 0 T -- D 0 R - D
0 0 - R 0 0 - T 0o 0 .. R

R -T - Rt 0 0
0 R, T» R 0

k 0 0 Rk-Tk-R;’-J

For una propiedad de la multiplicaridn de matrices por bloques

L o0 0 --- D
0 J, O --- D

= o 0 Js --- DO =J por (##)
D0 D - S

La cual constituye una matriz de Jordan, donde si se considera a P = R - @ se tiene que:

P A P1l=7T
= A~ J
Definicion 3 A la matriz J del teorema 3, se le llama forma canodnica de Jordan de la matriz A.

El teorema 3 nos garantiza con certeza que para cualquier matriz cuadrada A es posible encontrar su forma canoénica de Jordan, sin embargo,
(cual es el procedimiento que se aplica para ello?, a continuacion se utilizara un ejemplo particular para explicar la forma en como se obtiene la
matriz de transformacion de semejanza P,

example

Encuentre una matriz en la forma canonica de Jordan que sea semejante a:

2 1 0 1
1 3 -1 3
4=1p 1 2 1
1 -1 -1 -1



y determine la matriz de transformacion de semejanza P.
Solucion:
En primera instancia la ecuacion caracteristica de A corresponde a:
AA-2" =0

= A=2vVA=10

en cuyo caso los valores propios de 4, son A, =2 de multiplicidad algebraica tres y A2 =0 de multiplicidad algebraica uno. Los subespacios

propios asociados a estos eigenvalores vienen dados por:

E,, =Gen({(1,0,1,00}) v E\, =Gen({(0,1,0,-1)})

De acuerdo a las multiplicidades algebraicas de los valores propios, se puede intuir la forma canoénica de Jordan de A4, como la matriz:

M1 o0
oA 1o
7=l o 0 n 0

00 D A

Para hallar la matriz P, supongamos que P—! = (X, Xz, X5, Xy) con X; un vector columna de orden cuatro ¥j, j =1,2,3,4, luego por def
mnicion de la forma candnica de Jordan tenemos que:

P A P1l=7]

= A Pl=pP1l7J

= A (X, X2, Xa, Xy) = (X1, X2, X, Xy) - T

A

fhst

1 0 0

DN 1 €
= (A- X, 4 Xp 4 Xg, A- X)) = (X, X5, X5, X)) 000 M D
(H N ¥]

-

Por propiedad del producto de matrices 0 A

= (A X, A - Xp, A X, A Xy) = (MK, X 4+ M Xz, Ko+ M X5, AxXy)

= (A Xy~ WXL A Xz — Xy — M Xa A Xa— Xa— A Xa, A Xy — deXy) =0
{A— )«11—4} X1 =10
{A - )l]_.[q.} x! = .X]_

(A= MI) Xs =Xz
(A= X2l X3 =0

Los sistemas de ecuaciones lineales primero y tiltimo ya fueron resueltos y una solucion de dichos sistemas corresponden a los vectores propios
X1 =(1,0,1,0) y Xa = (0,1,0,-1) respectivamente. El segundo sistema de ecuaciones es de la forma:

01 0 1 T 1
11 -1 3 y | [0
01 0 1 z | T
1 -1 -1 -3 w 0

y una solucion viene dada por Xz = (0,£,0,—1). F inalmente el tercer sistema de ecuaciones lineales es de la forma:

D1 0 1 T o
1 1 -1 13 v | _| 3
D1 0 1 z i
1 -1 -1 -3 w -1



donde X5 = (D,—%,-%,1) es una solucion. En conclusion:

10 0 0 10 0 0O
0§ -1 1 001 0 1

-1 _ 3 _

Fr=l1 6 - o |[TF=]l2 0 2 0
b -z 3z -1 1 -3 -1 3

En términos generales dada una matriz A e A () con valores propios distintos dos a dos Ay, Az,...,An de multiplicidad algebraica
T, T2, .., Tm IESpectivamente, si suponemos que los subespacios propios E,; ¥j,j€ IN,1< j < m son de dimension uno, y siendo X7 un

vector propio asociado a ; ¥j,j€ IV,1 < j < m, el método expuesto en el ejemplo anterior se basa en formar y resolver los si-guientes

sistemas de ecuaciones lineales:

(A- 20 xi = x]
A-MIOX =Xx1
P 1) : con Ty # 1 3

(A- ML) XL =X7 )
A cada uno de los vectores X3, X3,..., X7, se les llama vectores propios gene-ralizados o generalisimos de 4, asociados al valor propio ;.
Hallando estos vectores propios generalisimos ¥j,j € IV,1 < j < m, f nalmente la matriz P~! viene dada por:

(%} Xb - X, X} X} - X% - XP Xp o X))

Observe que por cada vector propio x7 se forman r; columnas en P~1, sir; = 1 entonces el inico vector que se requiere para completar las
r; columnas correspondientes en esta matriz, es el vector propio XJ y en este caso por tanto, no se debe hallar ningin vector propio
generalizado. Ademas, si algiin subespacio propio E,,; es de dimension #; € IV, £; # 1 existen #; vectores propios asociados a A; linealmente

independientes y en consecuencia se requeririan r; — £; vectores propios generalizados, para formar las r; columnas correspondientes en P~*.

Centremos ahora nuestra atencion, en como hallar la potencia n—ésima de una matriz de Jordan. Dada una matriz de Jordan de la forma:

Bi(M) O TPR

0 Ba(d) 0 -~ D

J=| o 0 Bs() -+ D
0 0 0 - Bu(im)

es notable su estructura diagonal, en consecuencia por un resultado demostrado en la primera parte de este articulo, se puede inferir que:

{(By (A" 0 o o 0
0 (Bz (2))" 0 . 0
Jm = D D (Bs(As))" - D WYn,nc IV 4
; 0 0 (Balw)

es decir, la potencia n—ésima de una matriz de Jordan se puede calcular al obtener las potencias n—ésimas de los bloques que la constituyen,

sin embargo, ;como se calculan dichas potencias?, para dar respuesta a esta pregunta se enuncia el siguiente teorema.

Teorema 4 (Potencia n—ésima de un bloque de Jordan) Sea B = (by;) € M. (IE) un bloque de Jordan de la forma:

Asli=7
bij: leij=i+1
0 en otro caso



es decir:

Al D 00
0 A1 00
0 0 0 Al
0 0 0 o A
entonces B™ = (eyj) € Mr(IH) Yr,m e IV es tal que:
Meii=j
d; = Fgma%iaj=i+1mm1=Lz“qr—1
Deiiz>j

es decir:
An nl hn—l nl An—! . nl ‘).n—r-l—l
F=m = R=rF L =TT
n n n=1 . n n=r42
0 A [n-1]!1!’\ {n=r&2)l[r=2)!
B* = : : :
I ! I n=1
0 1} ln—nl.} 1 A
0 0 0 An
Prueba:

Procedamos por el primer principio de induccion.

Paran =1, B =(x)= B" = (A" con lo cual queda probado el teorema en este caso.
Supongamos por hipotesis de induccion que para algin k, k € IV, B* = (¢};) es tal que:

Agii=g
=4 pepmMlsij=i+lemi=12 ,r-1
Ogii>]

Probemos el teorema para k+1. Sea B* = (r;;) € M, () :

B*1 = B¥. B por definicion de potencia de matrices

= gy = él e},br; por definicion del producto de matrices

Consideremos los siguientes casos:

a)i=j

%=éﬁﬂm=qm+%m+m+¢duﬁ+qm+qﬂmﬁ+m+¢m
=04+0+... +0+A4 A*+0+4+ ... +0 = ¥+ por definicion de B y la hipdtesis inductiva

b) j=i+lconi=12. . . ,r—1

Ciitl = Cipbript = by +elpbmpn + .+ Bin- e e berninr g b+ e b

1

ﬂ-M-l

=0+0+... "‘WM"HL_I 14+ A (kf—I';me"-1+ﬂ+. ..+ 0 por definicion de B y la hipotesis inductiva



- ! - $1-17 _ ! —p [kl
= (k+1-f_:|(:-:.;|"k+l +*=] = (k+1—!:‘;|(:-1_:|)‘k+l B e

| -1 k+1]1 -1
= i M R = et
e)i>j
Gy = 20 Gnbhs = Ciabaj +Giabay o ey abiog ey bis Gppa b g by

=0+0+...+0-140-A+0+...+0 =0 por definicion de B y la hipétesis inductiva

Netlg =
ey =1 pgm At sij=itlcnl=12, . ,r-1
Osii>j

Todos los resultados expuestos con anterioridad, nos permiten crear un modelo general, a partir del cual es posible resolver relaciones de
recurrencia homogéneas lineales de cualquier orden, cuando los valores propios tienen multiplicidad algebraica mayor estricta que uno. En la
siguiente seccion se abordara este problema para relaciones de recurrencia de orden dos y tres y f inalmente se expone el método generalizado
para relaciones de orden k.

Tratamiento del Problema:

Subsecciones

¢ Sucesiones Definidas por una Relacién de Recurrencia Homogénea Lineal con Coeficientes Constantes de Orden
Dos

o Resolucién de la Relacidn de Recurrencia
o Ejemplos de Aplicaciéon

e Sucesiones Definidas por una Relacién de Recurrencia Homogénea Lineal con Coeficientes Constantes de Orden
Tres

o Resolucién de la Relacién de Recurrencia
o Ejemplos de Aplicacién

* Sucesiones Definidas por una Relacién de Recurrencia Homogénea Lineal con Coeficientes Constantes de Orden &

o Resolucién de la Relacién de Recurrencia
o Ejemplos de Aplicacién

Sucesiones definidas por una relacion de recurrencia homogénea lineal con coeficientes constantes de orden
dos:

Subsecciones:

e Resolucién de la Relacion de Recurrencia
e Ejemplos de Aplicacién
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Resolucion de la Relacion de Recurrencia

Dada la sucesion:

Sppz =51501 + HSa

sujeta a las condiciones iniciales Sy =g y 51 = ¢, €l polinomio caracteristico def'i-

nido porlamatriz , _ { % & Y corresponde a:
A= 1 0

PN =N-/A-fK

Supongamos que de la ecuacion caracteristica se obtienen dos raices iguales a A,. Bajo este supuesto la matriz A no es

diagonalizable y en consecuencia debemos encontrar la matriz de transformacion de semejanza P, correspondiente en la
forma candnica de Jordan, con la finalidad de calcular la potencia n—ésima de A.

Por un resultado de la primera parte de este articulo [8] sabemos que:

Ex =Gen({(A,1)})

por ende la primera columna de la matriz P-1, estd formada por el vector {x;,1). La segunda columna de P~* se obtiene

al hallar un vector propio generalisimo asociado a X,, para ello resolvamos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

()

(B — Azt oy =M
r—Ay=1

dado que el determinante principal A (BL—XM) & _pporser raiz del polinomio caracteristico, el sistema tiene
=|{ =

M

inf inidad de soluciones, que quedan determinadas al resolver cualquiera de ambas ecuaciones, al tomar la segunda de
ellas se obtiene que:

=14 My

Siy =0 se concluye que el vector (1,0) es un vector generalisimo asociado a A, y en consecuencia:

(a1 INE
F _(1 o J7F=11

Luego:

Aol
— -1 . —
A=P JPan_(D Al)
= A"=P" .. P

n n—1
= A =P-1. [);1 :‘31 - P por el tecremna 4 con v = 2
1
An41)  —mart
An = M 1
= ( AL _(m—1)a7



y finalmente:

= 5, = oA + (61 — oM ) mAT™Y ¥n,n € INU {0} 5

Ejemplos de Aplicacién
Ejemplo 1

Definamos la sucesion recursiva 5,42 = 25,41 — 5, syjeta a las condiciones iniciales Sy =1,5; = 3, formando el sistema

de ecuaciones:

STH—! = 25“"'-]. - Sﬂ
Snt1 =5Sah1

se tiene que la matriz asociada al sistema es , _ ( 2 -1 ) y las condiciones iniciales estan dadas por y _ ( 3 ) El
L1 0 - L1

polinomio caracteristico de la matriz A es:

P =3 -2x+1

cuya Uinica raiz es A; = 1. Por (5) tenemos que S, corresponde a:

So=()"+(3-1n()" " =1+ 2nv¥mne NU {0}

Ejemplo 2

Def inamos la sucesion recursiva Spiz2 = —45,4+1 — 45, sujeta a las condiciones iniciales Sy =-1,5, = -3, formando el

sistema de ecuaciones:

Sni2 = —485,,, — 45,
S?H—]. = On+l

se tiene que la matriz asociada al sistema es , _ ( -4 —4 ) y las condiciones iniciales estin dadas por ,, _ ( -3 )
=l 1 o 0= :

El polinomio caracteristico de la matriz A es:

P(d) =2 +4)r+4
cuya Uinica raiz es A, = —2. Por (5) tenemos que S, corresponde a:

Sn=—1- (=2 + (=34 (=2)n (-2 = (=" (%— 1) ¥n,n e IV U {0}



Sucesiones Definidas por una Relacién de Recurrencia Homogénea Lineal con Coef icientes Constantes de
Orden Tres:

Subsecciones

e Resolucién de la Relacidén de Recurrencia
e Ejemplos de Aplicacion

Resolucion de la Relacion de Recurrencia

Dada la sucesion:

Snyz = FoSops+H S 1+ FoSn

sujeta a las condiciones iniciales Sy =cq, 51 =c1 ¥ 52 = ca, el polinomio caracteristico def inido por la matriz:

corresponde a:

P =2 -GN -8A-&%

La ecuacion caracteristica tiene dos posibilidades, en un primer caso que posea dos raices distintas; una de mulplicidad
algebraica dos y otra de multiplicidad uno, en un segundo caso que posea una tnica raiz de multiplicidad algebraica tres,
abordemos a continuacion el estudio de ambos.

caso

A, de multiplicidad algebraica dos y Az de multiplicidad algebraica uno

Sabemos que los subespacios propios asociados a A; y Az respectivamente, vienen dados por:

Ey =Gen ({(A1,0,1}) ¥ Ex, = Gen ({(32,22,1)})

por ende la primera columna de P~ estd formada por el vector (A, A;,1), la segunda por un vector generalisimo
asociado a A, y la tercera por el vector (A2,42,1). Calculemos el vector generalisimo, para ello resolvamos el siguiente

sistema de ecuaciones lineales:


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/contribuccionesV5n2dic004/Vilchez-recurrencia/ARecurrencia2WEB/node9.html
http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/contribuccionesV5n2dic004/Vilchez-recurrencia/ARecurrencia2WEB/node10.html

dado que el determinante principal

tiene inf inidad de soluciones donde:

B — A1
=11
0 —:.1

i)

Hone n

(B2 — 1J$+ﬁly+

=4 ToAMy=4;

y— Az =

Ba—d B & por ser
1 A 0 =0
o]

T=M+My
y = 1+A]_3

=20+ Mz
y=1+A]_E

()

1

raiz del polinomio caracteristico, el sistema

Si = =10 se concluye que el vector (2x;,1,0) es un vector generalisimo asociado a A, y en consecuencia:

Luego:

2 _ 1 2hy Az Az —24)
I A3 Ga=ma)” (-\1)‘—1:!: (a=pa)
1 A | =2FP= ve ol v e vy

¥ 1 L —2a A7

(ha=i2)®  (ha-2g)? (A=—3=f

M 1o0
A=P ' J PaonJ=| 0 M 0

L. P

AP mATl g
S A"=Pt. [ 0 A i

o0 AZ

Consideremos unicamente la tltima fila de este producto, entonces:

y finalmente:

)-Ppor (4) yel teorema 4 conr =2

CmATT A —ATRAT —AT maT TR Ad—zata AT onaltt

(A —Az)* (A —Az)*

e
Ay=Aq)

Snye Cz
S“,.'_]_ =A". C1 par {2}
Sy co



fa

Ar £z — 20 h + coAa (20 — Az)
1

12— ey (A4 Az) + ek nCz— 200 + Al
3 Az
(A= A2)

FmAT”
t "l - )"! {)lg - )l]_}z

= 8 =—
caso
A1 de multiplicidad algebraica tres

Para este caso es necesario encontrar dos vectores propios generalisinos asociados a A; a partir del vector propio

X, = (A}, 21,1), uno de estos vectores ya fue encontrado al abordar el caso 1, éste corresponde a Xz =(2A1,1,0),

, luego:

2x
= 1
z 0
(Bz— ALz + By + foz =20
=4 z—-My=1
y—Az=0
y:llz

r=1+Ny=1+:

hallemos un segundo vector propio generalisimo Xz =

be 2 H

(A—MIs)

e R

Si z = 0 se concluye que el vector Xs = (1,0,0) y en consecuencia:

A7 A 1 D 0 1
Pl=| A 1 0| =F=|10 1 -
1 0 D 1 —2xa, A

Luego:
M 100
A=P1 J Peond=| 0 X 1
o 0 A
= An=p7t. . P
x]-; ﬂ-)l‘]'_‘_l n;ﬂ.z—l! Xi.—z
=A"=P7l | 0 AT nAT! - Pporel tecrema 4conr =3
00 AD
Consideremos unicamente la tltima fila de este producto, entonces:

A‘H. — :
( ninUan=2 apal7! —n?AT7h AT — SATn+4 Lapn? )

donde finalmente:

Sniz cz
(SM_]_ ) =A"- ( cl) par (2)
5, o

n “AT_E 2 “zf‘?_z 2
= S, =i - 3 (2 — 4o Ay + 2egh])+ 3 (2 — 221 + 0 ]) fib



Ejemplos de Aplicacién

Ejemplo 1
Def inamos la sucesion recursiva Sp4s = 55,42 — 35,41 — 05, syujeta a las condiciones iniciales Sy =1,5; =0, 5; = —1,
formando el sistema de ecuaciones:

Spps = 552 — 3Snp1 — DSn
Sntz = Sntz
Sﬂ+l = S?H—]_

se tiene que la matriz asociada al sistema es 5§ —3 —B )\ vy las condiciones iniciales estain dadas por
A=} 1 0 1
0o 1 ]
-1 Y Elpolinomio caracteristico de la matriz  es:
Xp= ] . A
1

P(3) =253 43240

cuyas raices son A, = 3 de multiplicidad algebraica dos y A2 = —1 de multiplicidad algebraica uno. Por (6a) tenemos que

8, corresponde a:

an 1
Sp =~ 4 2 (-1)" ¥n,ne VU {0}

Ejemplo 2

Def inamos la sucesion recursiva Sp4s = 85,42 — 275,41 + 275, sujeta a las condiciones iiciales Sy =1,5; = —1,52 =2,

formando el sistema de ecuaciones:

Spps =08n 12 — 27801 + 275,
SI'H-E = In42
Sl'H-l = 2n+l

=27

se tiene que la matriz asociada al sistema es ] 27 \ y las condiciones iniciales estin dadas por
A=} 1 0 0
01 o]

2 El polinomio caracteristico de la matriz  es:
Xo=1}| -1 |. A
1

P(x =X —0) 427227

cuya Unica raiz es A, = 3. Por (6b) tenemos que S, corresponde a:

41 17
Sp=a" - ?na"" + Enza"" ¥n,n € IV U {0}

Sucesiones Definidas por una Relacion de Recurrencia Homogénea Lineal con Coeficientes Constantes de



Orden &

Subsecciones

e Resolucién de la Relacidén de Recurrencia

e Ejemplos de Aplicacion

Resolucion de la Relacion de Recurrencia

Dada la sucesion:
Stk = Be—15nt{k—1) T Br—25nt+(k—27 + -+ FiSnt1 + HoSn

sujeta a las condiciones iniciales Sy =cq, 51 =ey,...,Sk—1 = a1, €l polinomio definido por la matriz de orden & x &

Bror Pr-z B Bo

1 1] 0D 0

A—| 0 1 0 0
00 1 0

esta dado por:
P =2 =B X =B X - B - &

Supongamos que la ecuacion caracteristica tiene m soluciones distintas dos a dos A;,Az,...,An con multiplicidades
algebraicas ry, 1, . . ., rm respectivamente. Bajo estas condiciones sabemos que:

F~'.J. P Wn,ne INU{D}

A=
con:
(B, ()" 0 0 - 0
0 (B2 (A))" 0 - D
= D D (Bs(A))" - D por (4)
2 o 2 o (Bm (:;\.m))“

donde cada B;(A;) es un bloque de Jordan de orden r; y P es la matriz de transformacion de semejanza de la forma

canodnica de Jordan de A. Ademas por el teorema 4 tenemos que:


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/contribuccionesV5n2dic004/Vilchez-recurrencia/ARecurrencia2WEB/footnode.html#foot3243
http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/contribuccionesV5n2dic004/Vilchez-recurrencia/ARecurrencia2WEB/node12.html
http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/contribuccionesV5n2dic004/Vilchez-recurrencia/ARecurrencia2WEB/node13.html

™ n—1 n—2 — n—r;y+1
J‘J [n— ].J]|].| J‘_‘r [n— EJ]|E| J‘_‘r (n—r_.|+l;|(r_.|—].]| F

£ n—1 L. — n—r_.l—i-z
0 J‘J ('H. ].J]|].| J‘_‘r (n—ri+2)(r;—2)1 75
B} (%) = : : : . :
nl n—1
0 0 0 -1l "j
] ] ] =

i

Por otra parte, para determinar las columnas de la matriz P, hemos observado en los casos particulares dos por dos y
tres por tres, que por cada valor propio A; de multiplicidad algebraica r; se forman r; columnas de P~*, la primera de

ellas corresponde al vector propio (A}, A¥%...,A;,1) asociado a A; y las otras r; — 1 columnas estn constituidas por

r; — 1 vectores propios generalisimos asociados a ;.

El nimero maximo de vectores propios generalisimos que es necesario encontrar en este método, es iguala k-1 y lo
anterior ocurre cuando de la ecuacion caracteristica se obtiene una tnica solucion. Si a lo sumo se requieren k—1

vectores propios generalisimos, a continuacion se explicara como es posible encontrar estos vectores.

En la seccion 3.1 se probo, que para el caso dos por dos el vector propio generalisimo requerido es (1,0). En la seccion
3.2 se concluyd que los vectores propios generalisimos asociados a A; para el caso tres por tres son (2A;,1,0) ¥ (1,0,0).

Utilizando un método analogo al de las secciones 3.1 y 3.2 se puede inferir que para el caso cuatro por cuatro los
vectores propios generalisimos asociados a A; son {3xZ,2x;,1,0), (3A;,1,0,0) ¥ (1,0,0,0), para el caso cinco por cinco
son (4A3,3x%,23;,1,0), (6)3,3);,1,0,0) ,(44;,1,0,0,0) y (1,0,0,0,0) y para el caso seis por seis corresponden a
(5%,422,352,22;,1,0) , (10A3,6A2,8;,1,0,0),

(10A%,42,,1,0,0,0), (5X4,1,0,0,0,0) ¥ (1,0,0,0,0,0).

Si formamos por cada grupo de vectores afiadiendo el vector propio original, una matriz de coef icientes por fila para
cada potencia de ;, se obtiene lo siguiente:
__( ALl A°1 )

_ AZLOAM AL
H=10 2 1
0

0 1
3 2 L a
7 _
H=|5 o 3 1
0o 0 1
MLOAM ML A1 A1
_ o 4 3 9 1
H=|0 10 B 3 1
o 0 00 4 1
0 0 0 0 1
5
A1 AL AL A1 ANl A%l
0 5 4 3 2 1
; 0 0 10 6 3 1
7
Hs = 0 0 0 10 4 1
0 0 0D 0 5 1
00D 0 0 0D 1

La matriz g7 e M; (R) ¥i,i € IV,i> 2, representa la matriz de coef icientes del vector propio original y los vectores

propios generalisimos asociados a A;, para el caso i por i.

Lo interesante de cada una de estas matrices triangulares superiores, radica en sus i diagonales no nulas. Observe por
ejemplo las diagonales no nulas de la matriz A7, el tridngulo numérico que estas forman viene dado por:



13 31
1 46 41
1 5 10 10 5 1

que corresponde al tridngulo de Pascal con n =5. Lo anterior signif ica que las diagonales de la matriz HI estin

constituidas por coef'icientes binomiales.

En términos mas generales, es posible concluir por induccion finita que:

RN N GG
CTET T
R S =

0 D 0 D (k-4

La matriz g7 del vector propio original y los vectores propios generalisimos asociados a A;, nos permite completar las r;

columnas de P~ por cada A; con j =1,2,...,m. Finalmente al hallar todas las columnas de P-*, por (2) tenemos que:

Sntk-1 Cr—1
Sntk-2 Ck—2
: =p'.m.F.

Sny1 €1
Sn to

y 5, corresponderia a la tltima fila que se obtiene por el producto de las matrices del lado derecho en la igualdad anterior.

Ejemplos de Aplicacién

Ejemplo 1

Definamos la sucesidon recursiva  S,44 =45.45— 85,42 +45,41 — 5, sujeta a las condiciones iniciales

S5 =-3,5,=1,5; =—1, 55 =4, formando el sistema de ecuaciones:

Snta=45.45— 6542+ 4541 — 5n
Snts = Snya
Sntz = Snyz
Snt1 = Snp1

se tiene que la matriz asociada al sistema es 4 -6 4 -11Y vy las condiciones iniciales estan dadas por
1 0 0 0
A=10 1 0 o0
0 o1 0
4 El polinomio caracteristico de la matriz ~ es:
-1
Xog= 1 . A
-3

PA)y=x"—ax*+ 60" —4a+1



cuya Unica raiz es A, = 1. Para este problema la forma canonica de Jordan .7 de A corresponde a la matriz:

==
(S =y
(=
=]

n n— nfn—1] s n— nn—1][n—2) ,n—
1" pin-l _(!_1_1 2 _Lé_{_ll 5

n n— afn—1} 4 n—
= J" = E jb ﬂ“lln ' :ﬂnEL : por el tecrema 4 con v = 4
0 1] 0 i
Por otra parte:
1% 171 111 1M1
0 3 2 1 .
1 __ —
H = 0 0 3 1 por (7) coni =4
0 0 0 1
y en consecuencia:
1 3 31
1 210
-1 _
F= 1 100
1 000
0 1 0 0
O 0 1 0
=FP=1 95 90 9 1
-1 4 —6 4
Finalmente:
S“+5
Sntz | _ po1
=F . J".F X
Sn+1
Sy
13 10 34
= 5, = Fns— En“+€n— 3 vn,m e INU {0}
Ejemplo 2
Def inamos la sucesion recursiva Spiyq=—25n4s+ 115,42+ 125,41 — 365, sujeta a las condiciones iniciales

5p=1,5 =-1,5; =-2, 53 =3, formando el sistema de ecuaciones:

Snpa =28, 43+ 115, + 125, — 365,
Sntas =543
S“+g = Sn.'_g
Snt1=5nt1

se tiene que la matriz asociada al sistema es 6\ y las condiciones iniciales estan dadas por

A=

—
oo

—
oo

=3
o
0
0

|
o oe



3 El polinomio caracteristico de la matriz ~ es:
A

P(3)=x+2)°-112" - 123 + 36

cuyas raices son A; =1 de multiplicidad algebraica dos y A; = -3 de multiplicidad algebraica también igual a dos. Para

este problema la forma canoénica de Jordan J de A corresponde a la matriz:

21 0 O
02 0 0
J=lpo o a1
0D D -2
m @il o
| 0 m 0 0 por (4) yel teorema 4
==l 0 0 (3" n(-3"' | conr=2
o o 0 {—a)"
Por otra parte:
271 271 21 P1 (-3)°L (-3)°1 (=31 (-3)°1
|0 3 2 1 2 0 3 2 1
H=|lg o 3 1 | YH=| 4 0 3 1 per (7)
000 1 o 0 o 1

Como las multiplicidades algebraicas de ambos valores propios son iguales a dos, se requieren unicamente las dos
primeras filas de las matrices H} y Hj para formar las columnas de P!, luego:

2% 3.22 (-3)* 3.(-3)° B 12 —2r 27
pi_| 2 2.2 (-3 2.-3 4 4 0 -6
T2 -3 1 21 -3 1
1 0 1 D 10 1 0D
-2 _32 36 BL
]:35 _&35 1z§ ].E
=P=| 7 & _8 .
B S R §
25 25 25 25
Finalmente:
Spys
Sﬂ.+3 _P—l_}—an
- o
Sﬂ.+].
Sﬂ.
B, 4 ., 16, . n1
#S"_ﬁE 5n2 +25f_ )" +n{-3) Yn,n e WU {0}
Ejemplo 3

Def inamos la sucesion recursiva 5,15 = —Sniq + 285,43 — 185,42 — 4055,.,, + 6755, sujeta a las condiciones iniciales

Sp=1,5 =—-4 5, =8: =2, 5; =0, formando el sistema de ecuaciones:



Snys = —Snya+ 385, 13— 185,42 — 4055, + 6755,

Snta = Sapa
Sp4s =504
Sntz = Snyz
Sp1 =51

se tiene que la matriz asociada al sistema es -1 38 -18 —405 675 Y y las condiciones iniciales estdn dadas
1 0 0 0 0
A= 01 ] 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
por 0 El polinomio caracteristico de la matriz ~ es:
2
Xg= 2 A
—4
1

P(A) = A"+ A" — 382% 4 181" + 405X — 675

cuyas raices son A; = & de multiplicidad algebraica tres y s = —5 de multiplicidad algebraica dos. Para este problema la

forma candnica de Jordan J de A corresponde a la matriz:

31 0 D 0
031 0 ]
J=| 00 3 0 0
000 -5 1
000D 0 -5
an  gpan-l L;llgn—! 0 0
0 an nan-t 0 0
om 0 0 an 0 0 por (4) v el teorema 4
n nel conr=3yr=2
oD D (-5)" n(-5)
00 o 0 (—5)"
Por otra parte:
341 3% 3% 31 3% (-5)'1 (-5)°1 (-5)°1 (-8)'1 (-5)"1
0 4 3 2 1 0 4 3 2 1
H=|0 0 6 3 1 vyHI=| 0 0 ] 3 1 por (7)
] 0 0 4 1 0 0 0 4 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1

Como la multiplicidad algebraica de A; =32 es tres se requieren las tres primeras f ilas de H! para completar las tres

primeras columnas de P, las dos restantes se obtienen al considerar las dos primeras filas de la matriz HZ, luego:

at 3%.4 .32 (-5 4. (-5° 81 108 54 625 —500
3% 32.3 3.3 (—5)° 3. (-5)° 27 2r 0D —135 78
Pl — 32 3.3 1 {_5)3 2-(—5) = o i} 1 25 —10
3 1 o -5 1 3 1 0 —5 1
1 0 0 1 o 1 0 0 1 o

3 —1 — 63 135 3475

4096 1024 2048 1024 4006

=1__ 27 5 —525

255 o) 128 32 258

1 q —13 —15 225

= P= g4 8 32 16 L)

—3 1 53 —135 521

4096 1024 2048 1024 056

—1 1 9 — 27 135

512 128 256 128 512

Finalmente:



Snta
Spyz | =PHJVP Xg
Sn+1
Sﬂ.
1055 BTT _y 421 _s 3041 n B11 el
S5, =—3'——ni" — -1 — (-5 —n(-5 Y Nu{D
=5 = Toag° 3w 1ot (P UTT Hppgg (75 Hgpn(H) mm € NU{0}
Ejemplo 4
Def inamos la sucesion recursiva Spis = —25n4+5+ Snta — 25q+5 — 65,42 — 85, sujeta a las condiciones iniciales

S0 =2,5 =-2,5 =8: =1, §; =55 =0, formando el sistema de ecuaciones:

S-FH_E =_ZSPH-5+S1'|.+4_ 25".'_,3 - BS".'_E —SS“
Snts =Sn+s
Snta =Snta
Snts =Snts
Sn—i—! = On42
Sn.'_]_ =Sn+]_

se tiene que la matriz asociada al sistema es -2 1 -2 -6 D -8 ylas condiciones iniciales estan dadas por
1 00 0 0 O
0 1 0 o 0 0
4= 9 01 0 0 0
o 0 0 1 0 0
o 00 0 1 0
o El polinomio caracteristico de la matriz ~ es:
0
1
Xog= 1 A
-2
2

P =2 +2X° -2+ 20" +6X +8

cuyas raices son A, = —2 de multiplicidad algebraica dos, A =i, Az = —i,Ay =1+i y As =1—1i. Para este problema la

forma candnica de Jordan J de A corresponde a la matriz:

-2 1 0 0 O 0
0 -2 0 0 0 0
j—| 0 0 P00 il
I O T Tt o
0 0 0 0 14i D
0000 0 1-i
(-2 n(-2)"* 0 D D 0
D (-2 0 D D o
I 0 0 in 0 0 0 por (4) v el teorema 4
- 0 0 o (- 0 0 con v =2
0 0 o o (144" 0
0 0 00 0 (1—i

Por otra parte:



(-2°1 (=21 (=21 (-2 (-2)"1 (-1
0 5 4 3 2 1
0 D 10 6 3 1
Hi=1 0 0 10 4 1 por (7)
0 D 0 0 5 1
0 0 0 0 0 1

Como la multiplicidad algebraica de A; = —2 es dos se requieren las dos primeras filas de HZ para completar las dos

primeras columnas de P~', las restantes se obtienen al considerar vectores propios asociados a los restantes valores
propios, luego:

(-2° 5 (-2 & (-0 @+t Q-9
(-2 + (-2 & (9! @+t -9
P I N M GO M CE S (R
[—2} 2. -3 {*? (_—i‘_) If_1+i_;| r:l—i:_)
-2 1 i — 141 1-—1
1 1] 1 1 1 1

-32 80 i @ —i —4-4 —4+4

16 -32 1 1  —4 -4
—8 12— i =242 -2-X
= 4 -4 -1 -1 % -2
-2 1 i - 1+i 1-1
1 o0 1 1 1 1
T L _1r a3 _1z 18
1 o _T i i s
2 ¥u; s 2y 8 Fay; _u® 2. 08 Py owa P
=F=| ¥ ¥ ¥ F & ¥ ¥ B % ¥ B
L R L PRE wh: Vi CAF- . AL W S

Finalmente:
S“+4
Sﬂ.-Hi
Spyz | =P J"-P Xg
Sﬂ.+].
Sﬂ
5 — 2gn !wr_'_l 1_'“_'_1 1+'“+E %iﬂT+E —Linx _ 8 gn r'n.'r_'_
— Sn= 52" 5{:_( i)+ (1+19) EE EE mhe €
Biedtm — B3 _ By(] 44"+ Zi(1—1i)" ¥n,ne NU {0}
Ejemplo 5

Def inamos la sucesion recursiva Sp7 = —145n45 — 845045 — 280544 — 5605, 13 — 6725,42 — 4485, — 1285, sujeta a las

condiciones iniciales 5 =8, =5; = 53 = 5, = 55 = 55 = 1, formando el sistema de ecuaciones:

Sny7=—145, 15 — 845, ;5 — 2805, — 5605, 45 — 6725, — 4485, ,, — 1285,

STH—E = In+i6
Snts = Snys
Snta = Snta
Snts = Sntsa
S".'_g = S“+g
STH—l = 2n+l

se tiene que la matriz asociada al sistema es:



—-14 -84 -—-280 -560 —-672 —448 128
0

[ e e e e Y )
CcoDo e
CDoODHDD
(=T R e e ]

HOoODooDoD

y las condiciones iniciales estan dadas por:

&
Il
e e e Y e

El polinomio caracteristico de la matriz A es:

P (A) = A"+ 142% + 842" + 2800 + 560A% + 672X7 + 448X + 128

cuya Unica raiz es A, = —2. Para este problema la forma canonica de Jordan 7 de A corresponde a la matriz:

-2 1 0 0O 0 0 0
o -2 1 0 0 0 O
o o -2 1 0 0 O
J = o o 0 -2 1 0 0
o o 0 0O -2 1 D
o o 0 O 0 -2 1
o o 0 0 0o 0 -2

{—2}" n{—E}"_l a[n—=1)(=2)""* na(n-Lln-2-"""
2 B
(_ 2}" ﬂ(— 2}"_1 n;n—l“—!l

D 2

D 0 (-2 n(-2)""t
=J"=|p 0 0 (-2)"

D 0 0 0

D 0 0 0

i 0 0 0

an=(n=2)n=81{-21""* nn-Ln—21n=8)n-2(-2""* nn-11{n-2){n—8)(n—d){n—5)(-2]" "

21 120 720
nn—1){n-2)[—-2)""* n{n—1)(n—2)(n—-8)(-FH™~* n{n—1)(n—2)(n—3)(n—4)(-2""*
3 24 170

nn-1(-2~3 nn—1j{n-2j(—2""* an=1)jn-2n-F(-=~*

F] & 23
n{—E_‘,I"_l n!n—l!!;—ﬂi“_z n!n—l”n—ﬁﬂ!;—!i“"
(_2J“ n {_2)11—1 n;n—l!!;—zl"_z
0 (=2)" n(-2"
0 1] {— 2}"

Por otra parte:



-2°1 (-2°1 (-2%1 (-2"1 (-2"1 (-1 (-2)1
0 B 5 4 3 2 1

0 ] 15 10 B 3
H = 0 o 0 20 10 4 1 par (7)
0 4] 0 0 15 i} 1
0 0 0 0 0 B 1
0 0 0 0 0 0 1
y en consecuencia:
4 —182 240 -—-160 6O —12 1
—32 80 —&80 40 —-10 1 0
16 —a2 24 —8 1 0 0
P-1= —8 12 -G 1 0 0 0
4 —4 1 0 0 0 0
-2 1 0 0 0 0 0
1 1] 0 0 0 0o 0
0o 0 0 0 4] 0 1
0 0 0 0 0 1 2
0 0 0 0 1 4 4
=FP=0 0 0 1 B 12 8
0 0 1 8 24 32 16
O 1 10 40 80 &0 A2
1 12 60 160 240 102 &4
Finalmente:
Sﬂ-l-ﬁ
Sn-l-ﬁ
Sn-l-i
Spps | =PL. 0" P. X
Sﬂ+;
Sﬂ+]_
STI.
Sp=(-2)"+3n(m-1)(n-2)(-2)" " + En(n-1)(n -2 (n—3)(-2)" "+
= Bnmn-1)(n-2)(n—3(n—4) {—2}"_5+ BEnn-1)(n—-2)(n—3)(rn—4
(n=5)(-2)" "+ Inn-1)(-2)" >+ n(-2" " ¥n,ne NU{0}
Conclusiones

La aplicacion matematica abordada en este articulo, ref leja el importante papel que desempena el algebra lineal en
muchas areas disciplinarias. En particular la teoria de valores y vectores propios, tiene aplicaciones fundamentales en
ingenieria, fisica y matematica.

Con este trabajo me complace entregarle una aplicacion mas de este tipo, al haber generalizado un método para resolver
relaciones de recurrencia homogéneas lineales con coeficientes constantes de orden k.

Los distintos resultados que obtuve en el desarrollo del articulo, inclusive permiten inferir un método de interpolacion, que
decidi reservar para una futura entrega.
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